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کشور به همراهسؤال متنوع و حل شده از سؤالات امتحانات نهایی داخل و خارج از  300اي کامل به همراه این مجموعه شامل درسنامه
تدوین  3. تمام نکات لازم براي شما ارائه شده . این کتاب با توجه به رویکرد کتاب ریاضی ه سؤالات مفهومی و تألیفی از متن کتاب درسی

ندازها "شده و سعی کردم کاستی هاي اونو پوشش بدم .  از طرفی نحوه ي نوشتن پاسخ تشریحی ، براي امتحان نهایی هم ارائه شده تا به
که با استفاده از مفاهیم و سؤالات حل شده قادر به حل سؤالات بعدي باشی بطوریه. تدوین کتاب  "بنویسی و نمره سوال رو کامل بگیري

آوردم تا شما سوالات امتحان نهایی رو قبل" توضیح دار "آزمون شبیه سازي شده امتحان نهایی همراه با پاسخنامه کاملاً تشریحی و  7.  
برگزاري دیدار کنید .از 

اناتسؤالات امتحنشوید  غافل وجه از آن هاي کتاب درسی شروع کنید و به هیچها و تمرینلاز حل مثا بایدبراي موفقیت در درس ریاضی 
!اتهرینتم. آفت موفقیت شما حفظ کردن پاسخ نشهاي کتاب درسی طراحی میها و مثالنهایی و حتی کنکور به طور مستقیم از تمرین

اکتفا کردن به خواندن حل مسأله کارساز نیست، دقت کنید که حل هر سؤال براي شما ه ودرس درست تسلط بر مفاهیم مستلزم فهم
. ریاضی از طریق حل مسئله براي حل سؤالات جدیدتر و درك مفاهیم اساسی هکمکی

:میده دقت به موارد زیر موفقیت شما را افزایش 
 . مفاهیم و تعاریف در حل مسئله کاربردتوجه  به چنین بررسی موضوعات به صورت تشریحی و مفهومی و هم -1
.و اینکه روش هاي مختلف حل یه سوال رو یادبگیري ي زیادیادگیري عمیق موضوعات با حوصله -2
مثال هاي حل شده کتاب رو هم باید اول سعی کنیم مناعتقاد  به ( البتهلات حل شده و پس از آن حل تمرین وابررسی نمونه س -3

رجوع به پاسخ.خودمون حل کنیم ) و در صورت نیافتن راه حل 
چونتمرین حل شده است،  1٠٠٠و حفظ کردن  ندن تر از خوبیش به مراتبخودتون حل می کنید تمرین که  5٠ارزش  ه بدونیدخوب
پردازید.به حل آن میدتون هایی است که خوها و تمرینترین آن براي حل مسأله ریاضی مثالترین قسمت یادگیري و کاربرديمهم

انتظار نداشته باشید در این درس در کوتاه مدت ره ،بنابراین تکرار و تداوم از یاد میو در صورت عدم  ه فرآیند یادگیري ریاضی تدریجی
نتیجهی هر درسدر ومهارت تسلط  اتفاق می افته .ا کنید بلکه این مهم آهسته و پیوسته با تمرین مطالب آموخته شده پیدکامل تسلط 

. یهتلاش مستمر و پیگیر

از من دریغ نکنید تا مجموعه بهتري ارائه بشه از صبر و حوصله و دقت شما سپاس بی پایان دارم این کتاب رالطف کنید کمی و کاستی 

از مهندس آرش آریان بابت ویراستاري ودقت نظر تشکر می کنم . 

را از ایشان دریغ داشتم .بسیاري وقت نثار همسر و فرزندانم که براي تالیف این مختصر ، سپاس و عشق 

نینی گَلمجامحمد صادق روحا:   1398 اردیبهشتکرج 

ग़قدड़ ଓوॹفف
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4الی  3بررسی کنید حل و حتی سوالات حل شده مراجعه و اونارو دوستان و دانش آموزان عزیزم  به تک تک  سوالات کتاب درسی 
. کار در کلاس ها و فعالیت ها رو جدي بگیرید ومطمئن باشید امتحان نهائی از هر "داخل" سوال از تمرینات حل شده  کتاب میاد عیناً

. ره  ، چون دقیقاً بر پایه کتاب درسی و فهم درست مطالب اون طراحی می شه تامتحانی راحت
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 تابع   1فصل       

                                                        
 اعمال روي توابع

 kf(x)بررسی تابع 

ضرب کنیم. kرا در عدد  fي باید عرض هر نقطه kfبراي رسم نمودار 
 kf f

kf f

D D
kf x kf x

R ky y R
  

: k

: k

: k

: k

: k

1

0 1

1 0

1

1

 

 
yاگر برد تابع  f(x) ي بازهm,n گاه با فرض مثبت بودن باشد، آنk  برد تابعy kf x ي بازهkm,kn باشد و اگر میk  منفی باشد، برد تابعy kf x ي بازه

kn,km .خواهد بود 
 

fي توابع دامنه x k , kf x , f x اند.یکسان 

g(x)  تابع بررسی f kx 
 کند. گونه تغییري نمیکند، اما برد هیچاین توابع دامنه تغییر میدر 

f g f

a bif k x xk kD a,b a kx b D x D
a b kif k x
k k

0

0
 

g(x) f kx

k

k

1
1

  

          

 را روي شکل اعمال را انجام می دهیم . سپس تغییرات مربوط به ضریب   ابتدا انتقال عدد ثابت  براي رسم      
 می کنیم .            

  منبسط می کنیم . طول ها   ها با ضریب   را در راستاي محور   باشد نمودار تابع  اگر براي رسم نمودار 

 برابر می شوند .

 برابر می شوند .    منقبض می شود . طول ها   ها با ضریب   در راستاي محور   نمودار تابع   اگر 

 

 شود. کشیده می kها با ضریب yدر راستاي محور  fتابع 

 شود. فشرده می kها با ضریب  yدر راستاي محور  fتابع 

 شود.فشرده می kشود، سپس با ضریب وار منعکس میآینهها xتابع ابتدا نسبت به محور  

 شود. کشیده می kشود، سپس با ضریب ها منعکس میxتابع نسبت به محور

  .شودوار منعکس میها آینهxتابع فقط نسبت به محور 

 کشیدگی
 فشردگی
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yمودار تابع معین ) ن 1 f(x) 2رو داده شده است. نمودار تابع در شکل روبهg x f x  تعیین کنیددامنه و برد آن را را رسم کنید، سپس . 
 
 
 
 

f پاسخ:  fD , , R , f x x f x x x2 1 2 2 2 2 1f, , R , f x x f x xf, R , f x x f x x, R , f x x f x xf  
 
  

 
 
 

 داخل پرانتز xواحدي  2فشردگی طولی به خاطر ضریب  تقارن طولی به خاطر منفی داخل پرانتز
                                                                                                                                                  1 1g gD , , R ,1g ,Rg  

 
    

 
 

yبه کمک نمودار تابع )  2 x ي نمودار تابع با ضابطهxf x
x

1
1

 را رسم کنید. 

   تابع را ساده کنید. (ثواب داره !)براي هر کاري به جز دامنه گرفتن، اول تا جاي ممکن  پاسخ:
x xxf x x

x x

1 11 1
1 1

 

 
 
 

  

 برابراست با  :        باشد نقطه نظیر آن روي تابع   روي نمودار تابع   نقطه  اگر          

                         

 

                                                                                                                 بررسی  تابع        
 ها  انتقال دهیم .  واحد در امتداد  مثبت محور   را   براي رسم منحنی آن کافی است نمودار تابع                     

 
                                                                                                           بررسی تابع          

 ها  انتقال دهیم .   واحد در امتداد منفی  محور  را  است نمودار تابع  براي رسم منحنی آن کافی                   

 

 اند. یکسان  برد توابع                                                          

 بریم بالارو یه واحد می xحالا شکل 

  باید  f  ،xدر تابع  تقسیم 2طرفین  نامساوي رو بر  باشه   fتو دامنه   x2باید حالا 

 

 ، تابع سوراخ داره کسري بخاطر دامنه تابع جا این
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yاگر نمودار  ) 3  f x رو باشد، نمودار تابع شکل روبهg x f x2 gرا رسم کنید و دامنه و برد  1 x .را به دست آورید 
 
 

 پاسخ:
 

 هاي دامنه را قرینه کن.xیعنی   (کشیدگی عرضی) ها رو دو برابر کنy   یک واحد ببر پایین                
 
 
 
 
 

f gD , , D , , f x f x f x f x1 3 3 1 0 1 0 1 0 2 2 1 2 1 1  

 

fنمودار )  4 x  شکل مقابل است. نمودار توابعxg x f x , f2 2  را رسم کنید. 2

 
 

 پاسخ:

1کشیدگی طولی به خاطر ضریب   fو کشیدگی عرضی به خاطر ضریب دو واحدي  xفشردگی طولی به خاطر ضریب دو واحدي
  xواحدي  2

 
 

 

 

 

yدر زیر نمودار تابع )  5 f x  رسم شده است. با استفاده از انتقال ابتدا نمودار تابعy f x yرا رسم کرده و سپس نمودار تابع 3 f x2 3   
   )91(خرداد را رسم کنید. 

 
 

 پاسخ:
 
 

 واحد میره جلو 3شکل  و دو واحد انبساط عرضی دارد.هاxشکل قرینه نسبت به محور 
 
 
 
 
 
 
fابتدا نمودار تابع  ) 6 x x  را رسم نموده، سپس با استفاده از آن نمودار تابعg x f x2  ) 92را رسم کنید.(خرداد  1

 پاسخ:

                                   
  

 
 

  

 

 

 

 

 

 پایین میره واحد 1
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 نزولیتوابع صعودي و توابع  

yتابع صعودي: تابع  f x نامند هرگاه با بزرگ شدن مقدار متغیر را صعودي میx مقدار تابع یعنی ،y  .نیز بزرگ شود و یا ثابت بماند 

fx ,x D : x x f x f x1 2 1 2 1 2  

yتابع  f x نامند هرگاه با بزرگ شدن مقدار متغیر را صعودي اکید میx مقدار تابع یعنی ،y .نیز بزرگ شود 

fx ,x D : x x f x f x1 2 1 2 1 2  

yتابع نزولی: تابع  f x نامند، هرگاه با بزرگ شدن مقدار متغیر را نزولی میx مقدار تابع یعنی ،y .کاهش یابد و یا ثابت بماند 

fx ,x D : x x f x f x1 2 1 2 1 2  

yتابع  f x نامند، هرگاه با بزرگ شدن مقدار متغیر را نزولی اکید میx  مقدار تابع یعنی ،y  .نیز کاهش یابد 

fx ,x D : x x f x f x1 2 1 2 1 2  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

fنشان دهید تابع ) 7 : , R0 ي با ضابطهf x
x2

1
 نزولی اکید است.  1

x                             پاسخ: x x x x x f x f x
x x

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2

1 2

1 10 0 1 1
1 1

  

fصعودي یا نزولی بودن تابع )  8 x x2  اش بررسی کنید.را روي دامنه 4
 پاسخ:

ff x x x x D ,

x x x x x x x x f x f x1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 4 2 4 0 2 2
2 2 2 4 2 4 2 4 2 4

 

 اش صعودي است.تابع در دامنه
 
f:   ، صعودي یا نزولی بودن تابعيبا استفاده از ضابطه)  9 x x 32 1                    را بررسی کنید.  1

x     پاسخ: x x x x x f x f x3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 1 1 2 1 1   

 تابع نزولی است. بنابراین

 

 

 بسازید. و  متعلق به دامنه تابع شروع کنید و سعی نمایید  اول از )1
 
دومی یعنیبودن تابع و  یعنی صعودي اولی یا  ) دقت کنید کدام نامساوي برقرار است 2

 بودن آن  نزولی

 

  .کنهو هم نزولی چون در تعریف هر دو صدق می هتوان گفت صعودیهم می . در هر بازه که تابع ثابت باشه،1
ه ولی ممکن تابعی یک ب اش صعودي اکید (یا نزولی اکید) باشد، یک به یک و در نتیجه وارون پذیر است.هر تابعی که در دامنه. 2

   یک باشه ولی یکنوا نباشه مثل تابع :  
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fدر تابع با ضابطه ي )  10 (x) x x2 4   دامنه تابع را به گونه اي محدود کنید که تابع اکیداً صعودي باشد .  1
 پاسخ: 

راس این سهمی         
bx
a

4 22 a و چون   2 xدهنه سهمی رو به بالاست و از    1  به بعد تابع صعودي است .   2

 اینم اثباتش         
                                                           

                                           

x , x , x x f(x ) f (x )

x x x x (x ) (x ) (x ) (x )

x x x x f x f x

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

1 1 2 2 1 2

2

2 2 2 2 2 3 2 3
4 1 4 1

 

 
 
 
 
 

      
 
yبا رسم نمودار تابع )  11 | x | | x |1  )93(شهریور   مشخص کنید تابع در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولی است؟ 3

 پاسخ: 
x x

x
y | x | | x | f (x) x

x
x x

x
y

2 2 333 1 4 3 11 2 2 1
4 3 1 2

6 4 4 6

 

x ( , ) x ( , ] x ( , )3 3 1 1  

 ) 92(شهریور  هایی را که در آن تابع صعودي اکید، نزولی اکید یا ثابت است را مشخص کنید.زیر را رسم کنید، سپس بازه ابتدا نمودار تابع)  12
x x

f x x
x x

2 0
1 0 1

1 1
 

 پاسخ:
0, ياکیداٌ نزولی است در بازه 0, يتابع در بازه)  13  اکیداٌ صعودي است.  1,ي ثابت و در بازه 1
 
 
 
 

بع) تا 14
x x

f x x
x x

1 2
1 2 1

2 1
 )90(خرداد   هایی که در آن تابع صعودي، نزولی یا ثابت است را مشخص کنید.را رسم کنید و بازه

, يپاسخ: تابع در بازه 2,ي صعودي است و در بازه 2  نزولی است.1,ي ثابت و در بازه 1
  

 صعودي ثابت نزولی

 
 ) نمودار تابع را رسم کنید.  1            
 صعودي یا نزولی بودن را بررسی کنید.  مجزا) براي هر بازه به صورت 2            

 

 ریشه قدر مطلق اول
 ریشه قدر مطلق دوم

 

 باید نشون بدیم 

 

 اند داریم   2ها بزرگتر از   xچون 
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ترکیب توابع
شود.به شکل زیر تعریف می گاه آن اگر 

، ي در ضابطه به جاي  گاه با جاي گزینی آن قابل تشکیل نیست. حال اگر  نداشته باشد،  ي تابع اشتراکی با دامنه اگر برد 
شود.تشکیل می تابع 

gاگر)  15 {( , ),( , ),( , ), , } , f {( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 2 2 4 5 3 1 1 1 2 2 3 4 5),( , ),(),( , ),(, )  95( شهریور          دو تابع باشند :           ,(
را  به صورت زوج مرتب بنویسید .fogتابع 

g f

g f

g f

g f

, fog
fog , ,( , )

( , ) fog

1
1 2 3 1 3 1 3 2 5
2 4 5 2 5
5 3

f

fاگر) 16 , , , , , , , , , , g , , , , , , ,1 1 30 2 1 1 3 2 3 1 0 2 2 1 2 3 14 4 را بدست آورید.gofباشند، تابع 2

)94(خرداد   
پاسخ:  

f g

f g

f g

f g

f g

( , ) gof

( , ) gof

gof ( , ) , ( , ){ }

0 2 2 0 2
1 1 2 1 2

1 0 2 1 23 4
2 3
1 0

0اگر )  17 4 3 2 5 6 3g , , , , , , f x x.91(خرداد  دو تابع باشند (

fي تابعب) دامنهرا به صورت زوج هاي مرتب بنویسید.fogالف) تابع 
g

.  را بنویسید

پاسخ:
g f x

g f x

g f x

,

fog , , ,

,

3

3

3

0 4 1 0 1
3 2 2 3 0 1 5 3
5 6 3 5 3

f f g f
g g

D D D x g x D ,0 3 5gD x g xgg

g fC D , A BfogC B

fog g f

y fog(x) f (g(x))

D x D g(x) Dfg(x) Dg(x)

g xf xf g xg fR DfDg xxf x
fog

اینا به جایی نمیرن

تعریف نشده
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 12 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

4اگر خروجی از ماشین شکل مقابل )  18 
 باشد، مقدار ورودي کدام است؟ 3

 

  پاسخ:

                                                                                             x x x x x
x

4 4 2 2 4 2 6 331
 

 
fهاي توابع شکل مقابل نمودار)  19 ,g  است وf باشد، تابعی خطی میgof fog3  کدام است؟  1

 پاسخ:

f x x f g f

g f g

gof fog

1 11 6 6 23 3
3 1 6
3 1 6 2 8

 

 

 

 

 

gتوابع ) 20 x , f x x
x
1  )85(خرداد  اند. مفروض 1

 را بنویسید. gofي ب ) در صورت وجود، ضابطه     دامنه را تعیین کنید. fogي الف ) بدون تشکیل ضابطه    

 پاسخ:

(الف fog g fD x D R g x D , x x R , x x R , x ,
x
10 1 0 1 0 1 1 0  

(ب gof g x
x
11

1  

  

 ابتدا دامنه دو تابع را به دست آورید. )  1                 
 سه مورد بالا بنویسید.  با توجه به یکی ازفرمول دامنه ترکیب رو )  2               
 محدودیت هاي هر دامنه، دامنه ترکیب را حساب کنید.با استفاده از فرمول و )  3              

1(  

 کن : راه تعریف است. دقت تعداد زیادي از سوالات ترکیب دو تابع مربوط به تعیین دامنه ترکیب دو تابع بدون تشکیل ضابطه و از

 

 

1با شیب ، و خطی  fتابع 
گذرا از مبدأ است.  و 3

 باشد.له آن به این صورت میدبنابراین معا

f، ضابطه   xبجاي   gیعنی در تابع  x  رو قرار بده 
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gاگر  )  21  x , f x x x
x x2

1
 کدام است؟ gofي تابع باشد دامنه 4

f پاسخ:  g
x xf (x) x | x | x | x | D R , D R ,

x
2 0 0 4x

x
 

 
x          دانیم:می   , x x , x | x | x x x0 0 4 2 4 2 16 8  

gofD در نتیجه: x x R x x , ,0 4 0 8x R 
 

gاگر ) 22 x x , f x
x

13  ) 92(خرداد   دو تابع باشند. 1

fالف) مقدار         g3  را بیابید. fogرا به دست آورید.                                    ب) دامنه تابع  4
 پاسخ:

f (الف g 13 4 3 4 3 24 1         

f (ب g fog g fD R , D , D x | x D , g x D x | x , , x ,1 3 3 3 1 3 4   

fاگر )  23 x x , g x
x

13 2  ) 90(خرداد     هاي زیر را به دست آورید.گاه حاصل عبارتباشد، آن 3

fالف)                                g3 2   fogDب)                                        4
     پاسخ:

                                f x x , g f g x f g
x x

2 23 3 3 2 9 6 2 3 2 9 6 3 2 4 323  (الف 3

                                                                                                                        fog g fD x D R D R R
x

13  ( ب     33

 

xg(x)توابع )  24 x , f (x)
x

3 22  خارج کشور) -93 (خرداد را محاسبه کنید. fog(x)اند. دامنه تابع مفروض 1
 

f          پاسخ: g

x
, D , , D Rx

x

2 13 2 13 2 3
1 0 

 
 

g ffogD x D | g(x) D x R | x , x R | x x R | x ,2 2 1 1 1 12 1 2 13 3 3 2 3 2  
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 14 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

  وارون تابع   
 به صورت زیر است. fپذیر و معکوس تابع تابعی یک به یک باشد، معکوس fاگر 

  f y,x x,y f1 

f ff f

ff

D R D R

x D f f x x x D f f x x

1 1

1
1 1  

fترکیب هر تابع با تابع معکوس خود حتماً تابع همانی است. و اگر  (a) b گاه آنf (b) a1  

      

               
 

     
 

 معکوس توابع زیر کدام است؟)  25
)y ax b )f(x) x x x3 21 2 3 3   

 پاسخ:
y b x b) y ax b ax y b x f x

a a

) f (x) x x x y x x x x y x y x

x y f x x

1

3 33 2 3 2 3

1 33

1

2 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

 

 در توابع زیر مقادیر خواسته شده را به دست آورید.)  26 
 پاسخ:

x xf (x) f ? x x x x f
x x

 ق 
f (x) x x , x f ? x x x x x

 ق 

1 1

2 1 2 2

3 1 3 17 7 7 7 3 1 4 8 2 7 21 1
1 62 242 2 5 2 5 2 5 0 2 1 6

  

 

 اند. متقارن نسبت به خط  ) نمودار توابع 1
 )نه همیشه( کنند.قطع می یکدیگر را روي خط  در صورت تقاطع عموماًًٌٌ نمودار  )2
 :  دیگر را قطع نکنند، مانندو یا یک  طبق باشند، مانند:بر هم من  ست نمودار ) ممکن ا3

                                

 

 

 این طوري: )ي کارقسمت خسته) ابتدا ثابت کنید تابع یک به یک است. (1      
 

 

 )  قسمت سخت کارتنها کنید. ( رو بر حسب  ي داده شده بنویسید یعنی از ضابطه ) تابع را بر حسب  2     
 بنویسید.   صورت) درنهایت تابع حاصل را به 3     

 

 

 کنیممکعب کامل می

 دیاریبدست مستقیم به  کمتر سوال میاد ، بیشتر می خواد که ضابطه تابع معکوس رو
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 ) 94(خرداد   به کمک رسم نمودار ثابت کنید تابع زیر وارون پذیر نیست.)  27
x xf x

x x

2 0
1 0  

yمطابق شکل خطوط افقی  پاسخ: k کند. بنابراین تابع یک به یک نیست پس معکوس پذیر هم نخواهد در بیش از یک نقطه قطع می منحنی تابع را 0
 شد.

 

 

 

gتحقیق کنید آیا دو تابع )  28 x , f x
x x

1 1  ) 94(شهریور  وارون یکدیگرند؟  33

fپاسخ: اولاً تابع  x  یک به یک است چون 

f x f x x x x x
x x x x1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 13 3  

 آوریم.حال معکوس آن را به دست می

y y x f x g x
x x y x

11 1 1 13 3 3 3  

xyوارون پذیري تابع )  29 
x

2 1
 خارج کشور) 94(شهریور  ي تابع وارون را به دست آورید. را بررسی کنید و در صورت امکان ضابطه 1

 پاسخ:
x x

f x f x x x x x
x x

x x x x x x x x x x

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2

2 1 2 1 2 1 1 2 1 11 1
2 2 1 2 2 1

 

x y xy yx y x yx x y x f x
x y x

12 1 1 12 1 2 11 2 2   

 
fنشان دهید تابع  )  30 x x31  وارون پذیر است، سپس وارون آن را بنویسید. 5
 پذیر است، یعنی باید نشان دهیم تابع یک به یک است. پاسخ: اول باید نشان دهیم تابع وارون  

f x f x x x : x x x x x x x x3 3 3 31 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 5 1 5 5 5 5 5  

y x y x y x x y f x x3 3 313 31 5 1 5 1 5 1 5 1 5  
 

fثابت کنید تابع )  31 x x , x22  ) 91(خرداد   ي وارون آن را بنویسید.پذیر است، سپس ضابطهوارون  2
 پاسخ:

xf                                           اثبات معکوس پذیري  x f x x x x x x x2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2 

xy x y x y x y x x y f x x2 2 2 12 2 2 2 2 2  

 
 

 ) 92(شهریور   ي وارون آن را به دست آورید.پذیري تابع، ضابطهوارون پذیري تابع زیر را بررسی کنید و در صورت وارون)  32

f x x 3 5  

 پاسخ:

 
f x f x x x x x x x x x

y x y x x y x y f x x

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 21

3 5 3 5 3 3
3 5 5 3 3 5 5 3 5 3
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 16 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

f(a)اگر )  33 ax3 )ي و نقطه 5 , )4 fروي نمودار تابع  3  را تعیین کنید. fي تابع وارون را به دست آورید. ثانیاً ضابطه aباشد، اولاً مقدار  1
   پاسخ:

                                                                                           ( , ) f ( , ) f f( ) a( ) a a14 3 4 3 3 3 3 5 4 9 9 1 
y xf(x) x y x y x x f (x)15 53 5 3 5 5 3 3 3  

            
 
 

gاگر ) 34 x x , f x x2 4 gofتابع  3  ) 90(شهریور  را حساب کنید.  1

xy         پاسخ: x f x , y x g x x1 134 3 2 24  

x xgof f og f g x1 1 1 1 1 2 3 1
4 4  

xاگر )  35 , g x x , f x x20 gي گاه ضابطهآن 1 of1  کدام است؟ 1
 پاسخ:

y x f x x , y x g x x21 2 11 1  

g of x x21 1 1 1   

yتابع وارون )  36 x3.90(دي ماه   ، تابع ...................................  است ( 
y  پاسخ: f (x) x1 3  

 
 را تعیین کنید. gدر ماشین زیر ضابطه تابع ) 37

 
 پاسخ:

g(x) f

f (x) x y x y x y x f (x) x

1

3 3 3 1 331 1 1 1 1
 

1 ( 
  .گاه تابع و تابع معکوس با هم برابرند، آنباشد ) اگر (توابع هموگرافیک ي اي با ضابطه) در توابع2

   :  یعنی     
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 مثلثات  2فصل   
 

 نمودار توابع مثلثاتی ساده:
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  دوره تناوب
 

yتابع با ضابطه ي  f x   با دامنهfD  را در دامنه اش متناوب می گویند ، هرگاه عدد حقیقی و ناصفرT وجود داشته باشد به طوري که در دو 
 شرط زیر صدق کند .  

                                                                                         f f f) x D x T D , ) x D f x T f x1 2
 

 واحدي تکرار میشه   2مثل تابع سینوس که در فاصله هاي  واحدي تکراریه  Tاین یعنی اینکه شکل تابع در فاصله هاي 
  

 
 

yتابع )  38 x x  مفروض است. 2

 نشان دهید تابع متناوب است. ) 3                              را بیابید. y) حدود  2                      ) نمودار تابع را رسم کنید.1

 پاسخ:
)y x x x x1 2 2  

 

) x x x x y2 0 1 2 2 3 2 3   حدود تابع

) f x x x T 13 2 11   دوره تناوب تابع

 
 

nباشد آن گاه  fدوره تناوب تابع  Tاگر  دوره تناوب اصلی تابع : Z  ،nT  نیز دوره تناوب تابع ا ست یعنی دوره تناوب تابع  مجموعه اي 
 بی شمار ا ست ، حال اگر این مجموعه داراي کوچک ترین عضو مثبت باشد آن را دوره ي تناوب اصلی می نامند .                                        

 
                                          دوره تناوب هاي مهم :                                                                                                

                                                                                                                              
n

n

f x sin ax b
T

af(x) cos ax b

2 1

2 1
2

 

                                                                                                                   
n

n

f x sin ax b
T

af(x) cos ax b

2

2 

 

 وقتی این تابع را ساده کنیم به فرم تابع خارخاسکی که دو واحد
 شود.ها رفته میyبه سمت بالا در امتداد محور 
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 18 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 ) دوره تناوب کدام تابع بیشتر است ؟ 39

        1  (y sin x4                            2  (y cos x              3  (xy cos 2                         4  (y sin x3 4  
 درست است زیرا  3گزینه             

         

                                                                                                                                                                         

sin x T

cos x T

xcos T

sin x T

24 4 2
2 2
2 412
2
23 4 3

  

         
 

xدوره تناوب تابع )  40  xy sin cos2 33 2
4  .را تعیین کنید 3

 پاسخ:

                                  x xy sin T , y cos T T2 3
1 2

3ك م م  4 2 2 3 123 24 3 3
4 3

 

 

               

 چند مثال: 
sin cos cot tan sin cos80 10 50 40 15 75t t i 75cos cot tan sin coscot tan sin   

   

مثلثاتی ساده بود براي تعیین دوره تناوب اصلی تابع، ابتدا تناوب هر یک تفاضل چند تابع یا هرگاه تابعی به صورت مجموع ) 1
 آوریم.ها را به دست میترین مضرب مشترك آناز توابع را حساب کرده سپس کوچک

 

هرگاه تابع به صورت حاصل ضرب دو یا چند تابع مثلثاتی ساده باشد. ابتدا آن را به مجموع تبدیل کرده سپس دوره تناوب ) 2
 کنیم.ها را تعیین میآن

 باشد مکمل یکدیگرند. شان گاه دو کمان متمم و اگر مجموعباشد آن  اگر مجموع دو کمان برابر 

    

ک دو مجموع اگر

 

 در صورت وجود
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 نسبت هاي مثلثاتی زوایاي دو برابر کمان 

                                                                                       

) sin sin cos sin sin cos

cos cos sin (cos sin )(cos sin )

) cos cos cos cos cos cos

cos sin cos sin cos sin

) (sin cos ) sin cos

2 2

2 2 2

2 2 2

2

1 2 2 2 2 2

2
2 2 2 1 1 2 2 1 2 2

2 1 2 1 2 2 1 2 2
3 1 2 sin1 2

 

 

coscos2                                                   داریم: نشان دهید براي هر زاویه ) 41 1 2
 )94(شهریور  2

 پاسخ:

                           coscos cos sin cos ( cos ) cos cos cos cos2 2 2 2 2 2 2 1 22 1 2 1 2 1 2 2 

sinدر صورتی که )  24 3
 خارج کشور) - 94(خرداد  را محاسبه کنید. cos2حاده باشد مقدار عددي  و زاویه 5

 پاسخ:

cos sin cos
2

2 3 72 1 2 2 1 2 5 25  

tanي عبارتخلاصه شده)  34 ( cos )20 1  را به دست آورید. 40
 پاسخ:

sintan ( cos ) ( cos ) sin cos sin cos
cos

22020 1 40 2 20 2 20 20 40 5020  

)sinي عبارتخلاصه شده)  44 a)sin( a) sin( a)cosa2 .را بنویسید 

)sin                                      پاسخ: a)sin( a) sin( a)cosa cosa( sina) sinacosa sinacosa sin a2 22  

cos                                                                             داریم: ي نشان دهید براي هر زاویه)  54 sin22 1  )92(دي ماه   2
 پاسخ:
                                                                                                                             cos cos sin sin sin sin2 2 2 2 22 1 1 2 

22/ي سینوس زاویه)  64   ) 91(خرداد  را حساب کنید. 5
22/پاسخ: زاویه    می تونیم اونا رو به دست بیاریم  45هاي مثلثاتیش رایج نیست ولی به کمک زاویه درجه نسبت 5

                                                                            cos x coscos x sin x sin x sin /2
211 2 1 45 21 2 2 22 52 2 2  

sinکه با توجه به این)  74 6 275 4
6

sin، حاصل    /7  را بیابید. 5
 خب یه خورده سخته ولی   پاسخ:

coscos sin sin / sin /2
6 216 2 1 15 4 6 2415 75 7 5 7 54 2 2 8

11
i //i i6 2 1 15 4 6 2cosi / i /i / cos2 5sin sin / sin /sin / sin

1
 



 

         به سبک روحانی                                                 3ریاضی    

 20 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

  رسم نمودار هاي مثلثاتی  

  

 یادت باشه : 
yدر تابع   )  1 asinx   . خواهیم داشتMin Maxy a , y a   که در مبداء مختصات  صعودي است اگرa   باشد و اگرa  

 تابع نزولی عبور می کند.                     
 

yاما تابع )  2 asinbx   داراي دوره تناوبT
b

Minاست و    2 Maxy a , y a 

 

yدر تابع )  3 sin bx c   همان نمودارy sinbx   را داریم که به اندازهc
b

 به سمت چپ یا راست انتقال دارد .  
 
yضابطه تابع به فرم ) 84 asinbx c   باشد .  2و مقدار مینیمم آن    4، مقدار ماکزیمم آن   را بنویسید که دوره تناوب آن 

                                                     
max min max miny y y y

T b a c
b

y sin x

4 22 4 22 3 22 2 2 2
3 2 2

  

1) ولتاژ یک دستگاه لوازم خانگی بر حسب کسینوس نسبت به زمان داراي فرکانس یا دوره تناوب  94
12,است و تغییرات ولتاژ در بازه   8 12, 12,  

 است معادله ولتاژ این دستگاه را بنویسید .

                    پاسخ:
v t acos bt c

b , a , c v t cos t
b

12 122 1 12 1216 12 12 168 2 2
1212 12, a , c v t cos t1212

, a , c v t cos, c v t cos2 2, ,,
12 12b

                    

yنمودار تابع ) 50 sin x2 2  را رسم کنید .   13

 

 

 

 

 

 

 

 و مقدار مینیمم آن    مقدار ماکزیمم تابع   درتوابع  :  ) 1

             خواهد بود . و یادت باشه :    و  دوره تناوب        

) یعنی با داشتن ضابطه ي توابع فوق ماکسیمم و مینیمم و دوره تناوب تابع تعیین می شود وبا داشتن مقادیر ماکسیمم و مینیمم و 2      

 دوره تناوب می توان ضابطه ي تابع را تعیین کرد .                                 

 
 

  
 

 

 

   

 

 

 انتقال میدیم به راست  3اول تابع سینوس رو  

می کنیم یعنی  2هاي رو شکل رو  تقسیم بر   xبعد 
  تابع فشرده میشه 

ها کشش می دیم    yدر این مرحله اونو در امتداد محور 
  ها قرینه می کنیم   xو نسبت به محور  2با ضریب 

یک واحد کل شکل رو میبریم 
  بالا 
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yشکل مقابل نمودار )  51  acosbx  است. مقادیرb,a  را تعیین کنید و مقدار تابع درx 7
 .به دست آورید  12

]در بازه  پاسخ:  , Tشکل منحنی دو بار تکرار شده است پس دوره تناوب   0[ π
b

2
bاست در نتیجه   2 4 

 

6,  وتغییرات تابع  در بازه aاست و چون روند تابع در مبداء نزولی است پس  6 yاست و  معادله منحنی به صورت  6 cos x6  خواهد بود . 4

f                                        در نتیجه  :                                                                     cos cos cos7 7 7 16 4 6 6 6 312 12 3 3 2  

 

yنمودار تابع )  25 acosb xx a مطابق شکل روبروست است.حاصل   3 b کدام است؟ 

fداریم :     xيدر نقطه پاسخ: acosb ( ) a a3 3 5 2aacosb ( ) 

xيطبق نمودار فاصله         xتا  0  ي تناوب تابع موردنظر است:، برابر نصف دوره2
                                                                                        

                                                              
a b

T T b
b a b

1 322 1 2 22 4 4 1 52 2 2 2 2

4T
2
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 22 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 معادلات مثلثاتی 
 پردازیم.ود. به حل و بسط هر یک میشیکی از معادلات زیر تبدیل میي مثلثاتی در صورت داشتن جواب به کنند، هر معادلههایی است که در معادله صدق میي مثلثاتی یافتن تمام کمانمنظور از حل معادله

 
                                                                                          ) sinx m sin )cosx m cos1 2  

 معادلات سینوسی  

1 ( 

 

sinx m sin ( m )1 1         
k

x
k

2
2 k    جوابهاي عمومی                     

  

 هاي خاصحالت 

 
 

sinx x k0   

 

sinx x k1 2 2  ریشههاي مضاعف           

 
 
 
 
 
 

sinx x k1 2 2  ریشههاي مضاعف         

Sinمعادله ي )  35 x Sinx2 .را حل کنید 
 پاسخ:

                                                                                                   
x k x x k

k
x k x x k x

2 2 2
2 12 2 3 2 1 3

  

 
sinمعادله )  45 x sinx22 ]هایی که در بازه را حل کرده جواب 0 , ]0  )93(دي ماه  هستند را تعیین کنید. 2

 پاسخ:
sinx( sinx )

sinx x k

x k
sinx sinx sin

x k

2 1 0
0

21 62 1 0 2 6 2 6

 

 

 

 



 به سبک روحانی 3ریاضی                                                                                                                                              09121859780

 23  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 معادلات کسینوسی 

 

cosx m cos m1 1   
 

k
x

k
2
2   جوابهاي عمومی       

 

 هاي خاصحالت 

 

cosx x k0 2 2               

  

 

 

cosx x k1 2  

 
3cos) معادله  55 x cosx   . را حل کنید 

                                                                    
x k

cos x cosx cos x cosx x k x kx
3 3 3 2

2
 

 
cosي معادله)  65 x cosx2 3 2  را حل کنید. 0

 پاسخ:

                                                        
cosx

cos x cosx cos x cosx cosx
cosx

2
13 9 81 2 3 1 0 2 3 1 0 14 2

 

                                  cosx cos k x k , cosx cos x k11 2 2 22 3 3 

sinمعادله )  75 x cosx2 3  )93(شهریور  کنید.را حل  0
 پاسخ:

cosx
sinxcosx cosx cosx( sinx )

sinx

cosx x k

x k
sinx sin

x k

02 3 0 2 3 0
2 3 0

0 2
23 3

2 3 2 3

 

sinمعادله )  85 x cos x2 2  )94(شهریور  را حل کنید. 1
 پاسخ:

cos x cos x cos x cosx x k2 2 21 1 2 0 0 2   

 

 

 1شده دو تا   2
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 24 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 حد   3فصل    
 

                                                          بخش پذیري 
 

gفرض کنید  x , p x  دو چند جمله اي با شند در این صورت چند جمله اي هاي  منحصر به فردr(x), q(x)  وجود دارند به طوري کهp x g x q x r(x) 

 p x  را مقسوم وg x  را مقسوم علیه وq x  را خارج قسمت وr x  . را باقی مانده می نامند 
 
 

pاگر    x  از درجهn  و مقسوم علیهg x  از مرتبهm   باشد آنگاه خارج قسمتq x  از درجهn m  و باقی ماندهr x درجه ي   حداکثر ازm ا ست .  1
 

     
 مثال 

                                                                                                                                        

x x x

x x x(x x )

x x

(x x )

x x

(x x)

x
( x )

4

3 24 3

3

3 2

2

2

2 1 1
1

2 1

2 1

1
1

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

pرا چنان بیابید که چند جمله اي  kمقدار )  59 x x kx x3 22 xبر   3  بخش پذیر باشد .   1
 
                                           (x x p k k3 21 1 1 2 1 1 1 3 2x p k k3 2k 2x p k kp kkk                      
 
 

xرا طوري تعیین کنید که عبارت  kمقدار )  60 x kx3 28 4 x2بر  8  بخش پذیر با شد ؟  1
 

                                                                (x x p k k
3 21 1 1 1 12 1 8 4 8 122 2 2 2 2 kkp1 1 1 1 1kk 12kkx p 22222 p 

                   برابر ا ست با :   بر    یک چند جمله اي آنگاه باقی مانده تقسیم ،  اگر  ) 1
 
ابتدا مقسوم علیه را مساوي صفر قرار می دهیم و ریشه آن را   بر    براي پیدا کردن باقیمانده تقسیم  )  2

بر  باشد ،   بدیهی ا ست که اگر   قرار می دهیم آنگاه داریم :   جاي بدست آورده و در مقسوم به 

 بخش پذیر ا ست  

p x  4مقسوم : درجه g x  1مقسوم علیه  : مرتبه 

q x  3خارج قسمت : مرتبه 

r x باقیمانده صفر شده یعنی  بخش پذیراست 
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 مفهوم حد  
fفرض کنید تابع  xي در یک همسایگی متقارن محذوف نقطهx a گوئیم تابع گاه میتعریف شده باشد، آنf x  در نقطهx a  حد دارد و مقدار آنL  است هر وقت با

fمقادیر  aبه سمت  xمیل کردن  x  هم به سمت عدد معینL  میل کند. در واقع حد یعنی رفتار تابع در مجاورت نقطهa  و اصلاً ربطی به مقدار تابع در نقطهa .ندارد 
 
 
 
 
 
 

fمیل کند و تابع  aاز طرف راست به سمت  xاگر  حد راست: - x  به عددي مانندL1 گوئیم تابع نزدیک شود، میf ي در نقطهa رو حد راست دارد و به صورت روبه
   دهیم: نشان می

x a
lim f x L1 

fمیل کند و تابع  aاز طرف چپ به سمت  xاگر  حد چپ: - x  به عددي مانندL2 گوئیم تابع نزدیک شود، میf ي در نقطهa رو نشان حد چپ دارد و به صورت روبه
  دهیم:می

x a
lim f x L2  

 
 بررسی حد تابع از روي نمودار:

 کنیم:براي تعیین حد تابع از روي نمودار به شکل زیر عمل می
ها را با نمودار تابع به دست کنیم و محل تقاطع آنها خارج میxکنیم از این نقاط از راست به چپ خطوطی عمود بر محور انتخاب می aها در سمت راست نقطه  xابتدا چند نقطه روي محور 

انجام  aکنیم. همین کار را از سمت چپ نقطه شوند را مشاهده میاز سمت راست نزدیک می aها به xتابع هنگامی که  yکنیم. با این کار رفتار ها عمود می yآورده و از نقاط تقاطع به محور 
 حد دارد. aگاه تابع در نقطه ها برسند آن yروي محور  Lبه عرض  x=aدر  fهایی سمت چپ و راست نمودار دهیم اگر شاخهمی
 

xنمودار تابع )  61 x
f x

x x2

1 12
4 1

xرا رسم کنید و به کمک آن وجود حد تابع را در    بررسی کنید. 1

 پاسخ:
 

 

 

fنمودار )  26 (x)  شکل مقابل است. حاصل عبارت
x x
lim f(x) limf(x) f( )

2 1
3 2  را به دست آورید.3

    
 

 پاسخ:
 

x x

x x

lim f(x) limf(x) f ( )

lim f(x) limf(x) f ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 1

3 3 3 4
3 2 3 3 3 3 2 4 14   

 
 
 هاي زیر را به دست آورید.حاصل حد f) با توجه به نمودار تابع 36

                             :   پاسخ
xx

x x

lim f(x) limf(x)

lim f(x) lim f(x)

10

0 0

1 2

1 1 2
  

  

 

 

 

x                     :تابع در این نقطه حد ندارد زیرا 

x

lim x

lim x
1

2
1

1 1
2 2

4 4 1 3
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 26 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 مطلقصفر 
fهاي یک بازه xدر تمامی یک بازه همواره صفر باشد یعنی به ازاي  مطلق یعنی تابع اياساساً صفر (x)ساخته شود صفر مطلق است ي که به وسیله براکتشود. مثلاً صفرمی. 

                                                                                                                                          
x

x

1 1 1
1
1 1x

 
x 1

 

                                                                                                                                                                             x [ , ) [sinx]2  , ) [sinx]2
                                                                                                .تو یه بازه این تابع صفره. بنابراین صفرش مطلقه 

x
lim[sinx] [sin ] [ ] m[sinx]ق  ] [ ]    ق

 حدود توابع کسري
براي محاسبه حد توابع کسري به نکات زیر توجه داریم:

    
 

      کنیم. خلاصاگر صورت و مخرج کسر صفر نشه که خیلی راحته. مقدار گذاري می

                                                                                                                                                                        

     اما اگه فقط مخرج صفر حدي بشه و صورت عدد ناصفر، جواب حد بی نهایت میشه. 

                                                                                                                                                                                              
x a

f (x) Llim
g(x)

 

 
 هاي زیر رخ میده:اگه صورت و مخرج هر دو صفر بشن حالت

                                                                                              
x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)

  

 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g(x)

f (x)limlim
g(x)x a

lim  

 . هاي رفع ابهام را خواهیم گفتداشت، باید آن را رفع ابهام کنیم که روش اگر حد ابهام 

 

حدود   حاصل )  46
x

x) lim
x1

31
2

و     
x

x) lim
x x

2

22
12 4   را به دست آورید. 4

                                                                                                                                                                         پاسخ: 
x

x) lim
x1
3 4 21 212 2 1

 

                                                                                                                                         
x x

x x) lim lim
x x x

2 2

2 2 22 2
1 1 5 52 4 4 2 2  

 

                            رو را محاسبه کنید:                                                          حاصل حدود روبه)  56
x x

x x) lim ) lim
x x1

11 2 1x
m 

 پاسخ: 

x

x
) lim

x
1 m

x
                                                    

x

x x) lim
x1

1 12 1 1 1  

  

x a

x a
x a

limf xf x Llim
g x limg x L

1

2

 مطلقصفر 
  حديصفر 

 حديصفر 
 وجود ندارد  صفر مطلق

 ابهام وجود ندارد

 صفر حدي

 مطلقصفر 
  صفر مطلق

 حديصفر 
  صفر حدي

 مطلق
 

 حدي
 حدي
 

 مطلق

 صفر مطلق

 صفر مطلق

اند ولی به خاطر آن که عدد نیستند، تابع در شده هر چند حد چپ و راست هر دو برابر 
 این نقطه حد ندارد.

 وجود ندارد  
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  رفع ابهام   

 

 
 
 
 
 
 
 
 

هرگاه 
x a

f (x)lim
g(x)

0
xگویند حد ابهام صفر صفرم داره، معنیش این که عامل بشه اصطلاحاً می 0 a  یعنی عامل صفر کننده هم در صورت و هم در مخرج

0وجود داره و باعث ابهام 
 کنیم.هاي زیر را استفاده میمی شه. براي رفع ابهام یکی از روش 0

 
xاز عامل  a اي خطی بیشتر کاربرد داره)کنیم. (در توابع چند جملهمقدارگذاري میگیریم و پس از ساده نمودن هم در صورت و هم در مخرج فاکتور می 

 
 حدود زیر را محاسبه کنید. )  66

x t x

x x t x x) lim ) lim ) lim
x t x x

2 2

3 22 1 1
6 11 2 32 1 2  

 پاسخ:
 

                                                                                                                                  
x x x

t x x

x xx x) lim lim lim x
x x

tt) lim lim lim
t (t t )t t t

2

2 2 2

3 221 1 1

2 361 3 52 2

11 1 12 31 11 1

 

 

                                                                                                                                                                
x x

x xx x) lim lim
x x

2

21 1

1
3 2 x x2 1

1
3 

 )90(خرداد و شهریور   د توابع زیر را محاسبه کنید.ح)  67

x x

x) lim ) lim
xx x

3

2 22 3
8 2 121 2 33 12 9  

 پاسخ: 

x x x

x x xx x x) lim lim lim
x x xx

23 2

22 2 2

2 2 48 2 4 121 13 2 2 3 2 123 12  

x x x x

(x )x) lim lim lim lim
x x (x )(x ) (x )(x )x23 3 3 3

2 32 12 2 12 2 62 3 3 3 3 3 39 (x )3 x
lim

(x )(x ) 3
2 1

3 33  

xوقتی  xعامل صفر  2  میشه. در صورت و مخرج از اون فاکتور گرفتیم. 2

 

 دارسوالات ابهام               
 را بیان کنید و بنویسید.  ) در ابتداي کار ابهام 1      
 فع ابهام)(به این کار می گن رباشد. که باید آن را از صورت و مخرج فاکتور بگیریم و ساده کنیم. می  ،  ) عامل ابهام در 2     

 را جایگذاري کنید و حد را به دست آورید.   مقدار ، ) پس از ساده کردن 3      
 یادت نره. ) در هر مرحله 4     

  

 و لاغر قچااتحاد 
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 28 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 
 
 
 
 

 زیر را تعیین کنید.ابع وت وددح)  68

x x x

x x x x x x x) lim ) lim ) lim
x x x x x x x

3 3 2 4

2 4 3 2 21 2 1
2 1 2 2 11 2 31 2 2 2 3 1  

                        پاسخ: 

                                                                                                                        
x x

xx x) lim lim
x

3

21 1

12 11 1
x x

x

2 1
1 x

x xlim
xx

2

1
1 1

1 21
 

 

x x

(x )x x x) lim lim
x x x x

3 2

4 3 22 2

222 2 2
(x x )

(x )

2 1
2 (x x)3

4 2 1 7
8 2 6  

x x

(x )x x) lim lim
x x

4

21 1

12 13 2 3 1
(x x x )

(x )

3 2 1
1 ( x )

2 212 1  

x x x

x x x(x x )

x x

(x x )

x x

(x x)

x
( x )

4

3 24 3

3

3 2

2

2

2 1 1
1

2 1

2 1

1
1

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                          هاي مهم:مزدوج
x a x a x a x a x a x a

x a x ax a x a x a x x a a x a

2 2

3 32 2 3 3 2 23 33 3x x a a x aa x a x aax 3 32 2a a2 3 3a x aax 3 3xx 23 x xa xxa 2xa 3
  

                                                                           

 

         
 ) صورت و مخرج را در مزدوج عامل      ) هرگاه صورت یا مخرج عامل ابهام رادیکالی داشته باشد (مثلا:  2      

 .  آوریمضرب می کنیم پس از گویا و ساده کردن رفع ابهام نموده، حد را به دست میرادیکالی                    

       

x x x
x( x x)

x
( x )

2

2
2 3 1 1

2 12 2
1

1
0

 

 آن را تجزیه کنیم. مخرج براي یافتن عامل ابهام مشکل باشد می توانیم با تقسیم هر کدام بر  نکته : اگر تجزیه صورت و
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 ) 93(خرداد   حد زیر را محاسبه کنید.)  69

x x

x x) lim ) lim
xx24 1

2 11 2 2 216  

 پاسخ:

x x x

xx x x) lim lim lim
x x x2 24 4 4

42 0 2 21 016 16 2 x 4 x

x x x

lim
x ( x )(x )( x )

xx x x) lim lim lim
x (x ) x

4

1 1 1

1 1
324 24 2

11 0 1 12 2 2 0 2 1 1 (x )2 1 x
lim

( x ) ( x )1
1 1

41 2 1

 

 

                                                      را محاسبه کنید. روبه روحدود )  70
x x x

x x x) lim ) lim )lim
xx x

2

232 8 3
2 64 3 7 41 2 3 92 2 2

 

 پاسخ:

                                                                    
x x x

x x xx x) lim lim lim
xx x2 2 2

2 2 2 22 2 21 2 42 2 2 2
x

x

2 2
2 2 x

xlim
2

2 2 22 

                                                             
x x x

xx xx x x) lim lim lim
x x x x

32 2 3

3 3 3 2 38 8 8

88 864 2 42
2 2 2 4

x x x

x

3 2 38 2 4
8

192  

                           
x x x x

(x )x x x x)lim lim lim lim
x x x xx x23 3 3 3

3 33 7 4 0 3 7 4 3 7 4 3 93 0 3 3 3 3 89 3 7 4 x 3 x
1

163 8
 

 خارج کشور) -94(خرداد وشهریور  حدود توابع زیر را محاسبه کنید. )  71

x

x) lim
x4

41
2

     
x

x) lim
x1

12
1

  

 پاسخ:

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x4 4 4

44 0 4 21 02 2 2
( x )

(x )
2

4

x x x

(x )x x x) lim lim lim
x x x1 1 1

4 2 4

11 0 1 12 01 1 1
( x )

(x )
1

1 x
lim x

1
1 2

 

 حد تابع زیر را تعیین کنید.) 72

x

xlim
x

2

1
1

1
 

 پاسخ: 

x x x

xx xx xlim lim lim
x x x

2

1 1 1

11 11 0 1
01 1 1

x x

x x

1 1
1 1

4  
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 30 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 توابع مثلثاتی در نقاط مرزيحدود  
xدر محاسبه حدهاي یک طرفه در توابع مثلثاتی دونستن این که زاویه در کدوم ناحیه مثلثاتیه خیلی مهمه. مثلا وقتی  در ربع چهارمه و به صفر  xیعنی  0

xنزدیک میشه، یا وقتی   کنیم.در ربع اوله و به صفر نزدیک میشه. این مطالب را در شکل زیر بررسی می xیعنی  0
 
 

tanتعریف نشده tanاحیه دومن  2 tan     ناحیه اول                 2 2                     

tanتعریف نشده 3
tanناحیه چهارم    2 3

tanناحیه سوم          2 3
2  

 
      

 
 

 حاصل حدود زیر را بیابید. )  73

5
22 3 2

1 1 131 2 3 4 5 1
3

x xx x x

cos(x ) cosx) lim tanx ) lim ) lim ) lim ) lim
cosx sinx sinxsin(x )

  

 پاسخ:

5 5
2 2

3

2

2

11 0

132 0
3

1 13 0

1 1 14 0

1 1 0 15 1 1 1 0

x x

x

x

x x

x

sin x) lim tan x lim
cosx

cos (x )
) lim

sin (x )

) lim
cosx

) lim lim
sin x sin

cosx) lim
sin x

                                        

 
 
 

            
 
 
 

 

ن   تکلیف قدر مطلق را با تعییباید  ،اگر عامل ابهام در صورت یا مخرج داخل قدر مطلق باشد  در حالت ابهام     
 .جداگانه بررسی کنیم چپ و راست راحد علامت مشخص کنیم و      
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 حدود زیر را محاسبه کنید.)  74

xx x

x xx) lim ) lim ) lim
x x x

2 22

13 3

9 171 2 33 3 1  

 پاسخ: 

x x x

x (x )x x
) lim lim lim

x x

2

3 3 3

9 33 31 3 3
(x )

(x )
3

3 x

x x

x

x

x

lim x

x x) lim lim
x x

x x
limx x) lim

x x x
lim

x

3

2 2

3 3

2
1

1

1

3 6

7 7 22 3 3 0
1 1 21 0 13 1 0 1 1 21

  

 حاصل حدود زیر را به دست آورید.)  75

x x

x x x) lim ) lim
x x x

2 2

23 2

3 9 41 23 5 6  

 پاسخ: 

x x x

xx x x x x
) lim lim lim

x x

2

3 3 3

33 9 3 3 31 3 3
( x )

x

1 3
3 x

lim( x )
3

1 3 1 3 3 7  

x x x

(x )x (x )(x )) lim lim lim
(x )(x )x x

2

22 2 2

24 2 22 2 35 6
(x )

(x )
2

2 (x )
4 413  

         

 حدود توابع زیر را محاسبه کنید.)  76

x x

x xx
) lim ) lim

x x x

3 3

3 1

31 23  

 پاسخ:

x x

x
) x x x lim lim

x x3 3

3 33 01 3 3 4 3 3 3 03 3 0  

 

x x x

xx x x) lim lim lim
x x x

3 3 3

1 1 1

112 1
x x

x

2 1
1

3  

 

 
م و به جاي آن کنیقسمت براکتی را تعیین میاول تکلیف ي حدودي که شامل عبارت براکتی است، براي محاسبه

 پردازیم.دهیم، سپس به ادامه حد میعدد صحیح مناسب را قرار می

31 1

1 1 

 مطلق
 حدي
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 32 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 : نامتناهی  ودحد 

xدر همسایگی محذوف نقطه   fاگر تابع  a  تعریف شده باشد و
x a
lim f x   شود ،معنایش این است که مقادیرy   تابع یعنی عرض آن از هر عدد

x( در مجاورت نزدیک شود   aبه اندازه کافی به   xبزرگتر است به شرط آن که ،  مثبت بسیار بزرگی  a   ( عرض تابع بیکران یا همان بی نهایت می شود 

                                                                                                                                                                                                                  x
y

 

حاصل  )   77  
x

xlim
x x

2

22
1

4  را به دست آورید . 4

                                                                                                                          (          
x x

x xlim lim
x x x

2 2

2 2 22 2
1 1 5 5

4 4 2
 2  

 شده اند ولی به خاطر آن که عدد نیستند ،  تابع در این نقطه حد ندارد .  هر چند ، حد چپ و را ست هر دو برابر        
 
 

xدر همسایگی محذوف نقطه   fاگر تابع  a  تعریف شده باشد و
x a
lim f x   شود ،معنایش این است که مقادیرy   تابع یعنی عرض آن از هر عدد

 .نزدیک شود   aبه اندازه کافی به   xمنفی کوچکتر  است به شرط آن که 

 

                                                                                                                                                                                                                             x
y

 

2                                                                                                                                     مثلاً     23 3
4 4 7 7

6 9 3x x

x xlim lim
x x x

 2 

 تا بی نهایت با علامت هاي متفاوت میشه  2حاصل  حد در یک نقطه بعضی وقت ها 

2                                                                                                                                                                  مثلاً )
2

2

2 1 5
2 1 2

2 1 52
2

x

x

x

xlim
x xlim

xx lim
x

 

 

 تابع یعنی باید در همسایگی چپ یا راست ریشه مخرج( شود .  وان حد گرفت و حد ط بتا، به شرط آن که در این نق کسر مخرج  ی ازدر توابع کسري ریشه های
 . حدود بی نهایتی ایجاد می کنند  ) تعریف شده باشد

 

                                                                                 را محاسبه کنید:  زیر) حاصل حدود  78

                                                                                                     
3 10

1 11 2 33 1x xx

x x) lim ) lim ) lim
x x x

   

 پاسخ: 

x
) lim

x2
3 31 m
x2  

  aعدد 

  aعدد 
   



 به سبک روحانی 3ریاضی                                                                                                                                              09121859780

 33  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 
(f                                                                                                                                                   دانیم:می  D R x x R ,2 3 0 3 4 

 

                                                                                                                                                 
x

x x

lim f x

lim f x lim

3

3 3
1 1 12 33 3

 

 

                                                                                                                              
1

1

1

1 2
113 1
1 2
1

x

x

x

xlim
x

x) lim
x

xlim
x

 

 حدود زیر را محاسبه کنید .)  79

                                                                                                                    

x

x x

x x

xlim
x sin x

lim lim
x xx x

x
lim lim

x

2
2

2 2

2

1 1
2 2

11 1 1 1 1

1 1 1 1
33 3

3 3 3
2 1

m
x s

x
m lim

x xx x2 33

2 11
2

3

3 3

  

 

 

 

می گوییم تابع ما در آن به یک عدد نزدیک شود   yو عرض تابع یعنی   xاگه متغییر ما بره به سمت بینهایت  یعنی :   حد در بینهایت   

 :    بینهایت حد دارد و می نویسیم
x
lim f x L    

x                                                                                                                                                                                                   به عبارت دیگر   
y

 

 

 

 

       

 

 بشه  عدد

 چون در همسایگی راست این نقطه تابع تعریف نشده  ین حد وجود ندارد،ا

 
    در کتاب درسی تاکید به محاسبه حد در بینهایت توابع کسري که صورت و مخرج آنها چند جمله می باشند داره  . براي محاسبه حد توابع کسري    

 فاکتور بگیر،  ساده کن و حاصل حد رو پیدا کن  .  میل می کند در صورت و مخرج از بزرگترین توان   یا    وقتی          

ک ک
 

 ت ن
                                                          

تتتتتتتتتتتتتتتت ننننن
    
- + -  

       

 
         

 با توجه به دامنه اساساً این حد وجود ندارد  
 تابع   1xچون در سمت چپ نقطه 

 تعریف نشده .
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 34 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

رخ می دهد می توان از قاعده پرتوان  استفاده   می شود و ابهام   میل می کند و صورت و مخرج کسر   xدر توابع کسري وقتی  یادت باشه :

 را دارد در نظر می گیریم و حد عبارت حاصل را محاسبه می کنیم  .  xکرد یعنی در صورت و مخرج  جمله اي که بزرگترین توان از 

 

                                                                                              
n n n

m m mx x

a n m
aax bx ....... axlim lim n m

a x b x ....... a x
n m

2

1 n  

 یعنی

 مخرج برابره   ومعنیش اینکه توان صورت   بشه )  وقتی جواب حد عدد ناصفر  1

 . از توان صورتهبیشتر  توان مخرج  بشه صفر جواب حد )  اگه  2

  مخرجه .توان و  مرتبه ي از )  اگه بی نهایت شد یعنی توان و مرتبه ي صورت بزرگتر 3

 

حاصل )  80
x
lim

x3
چند برابر    79

x

x xlim
x x x

3

3 2
6 7 9

2   است ؟   4

                                                                                                                                                            
x x

x x

lim lim
x

x x xlim lim
x x x

3 3

3 3

3 2

7 79 9 9 9

6 7 9 6
2 4

9

x32
6 32

       

 .برابر دومی است   3  اولی   پس هر دو در بینهایت حد دارند و ، عرض شان عدد شده ،  شان بینهایت می شود  xهنگامی که ، هر دو تابع     

 ) حدود زیر را محاسبه کنید  81

                                                                                                                                                       

x x x

x x

x x x

x x xlim lim lim x
x x

x x xlim lim
x x x x

x x xlim lim lim
xx x x

3 3

2 3 3

2 2

3 3

2
2

2 4 1
23 2 2

3 5 1 1
1

   

حاصل حد )  82
x

x x xlim
x

2 2 3
3  را به دست  آورید .   1

 

                    
x x x x

xx x x x x xxx x x xx x xlim lim lim lim
x x x x x

2
22 2 2

2 32 3 2 3 1 11 12 3 2 2
3 1 3 1 3 1 3 3 3 

 

  1رادیکال میره به سمت  

 قاعده پرتوان 
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حاصل حد )  83
x

x x xlim
x x

2 2

2
5

2 3  را حساب کنید .  1

                                                                                                                                                                                
x x

x x x xlim lim
x x x

2 2 2

2 2
5 5 5

22 3 1 2 

 حاصل تمامی حدود زیر را محاسبه کنید  .)  84

 

 

                                                                                                                                                                

 

                                                                                                                                       

x

x

x x

x

x

x

x

lim f x

lim f x

lim f x lim f x

limf x

lim f x

lim f x
lim f x

1

1

1

1

2

1

2 1 2 2  2                           

 

 حد کدام تابع شبیه شکل مقابل است ؟ )  85

 1  (
x

xlim
x1 1  

 2  (
x
lim

x 21
1

1
  

3  (
x
lim

x1
1

1
  

4  (
x
lim

x1
1

1  

                                                                                                                                                                                
x

x

x

lim
x

lim
x

lim
x

1

1

1

1 1
11

1 1 1
1
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 36 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

  مشتق 4فصل   

fفرض کنید تابع مشتق تابع در یک نقطه: (x) يدر یک همسایگی نقطهaتعریف شده باشد. اگر حد
x a

f (x) f (a)lim
x a

fگوییم تابع موجود باشد، یعنی عدد شود اصطلاحاً می  (x)  در

x a  مشتق پذیر است و مقدار آن را با نمادf a دهیم.نمایش می 
 

x a

f (x) f (a)f a lim
x a

 

 ارز است به صورت زیر است:تعریف دیگري که با تعریف فوق هم

h

f (a h) f (a)f a lim
h

m  

fتذکر: اگر این حد عدد یکتایی نشود و یا وجود نداشته باشد، تابع  (x) يدر نقطه x a .مشتق ناپذیر است 
 

 شود.هاي زیر استفاده میبراي محاسبه مشتق تابع در یک نقطه از یکی از روش

x a

f (x) f (a))f a lim
x a

1  
h

f (a h) f (a))f a lim
h

2 m  

 
 کنیم:در روش اول به شکل زیر عمل می 

f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f(x) f(a)    3 تشکیل و ساده کردن .f (x) f(a)
x a

. محاسبه حد 4     
x a

f (x) f(a)lim
x a

0که داراي ابهام  
هاي رفع ابهام است و روش0

 آن را در حد دیدیم.
 

 کنیم:به شکل زیر عمل میدر روش دوم  

f. محاسبه 1 (a)    2 تعیین .f (a h)    3 محاسبه .f(a h) f(a)    4 محاسبه حد .
h

f (a h) f (a)lim
h0

0که داراي ابهام  
 است. 0

 
f(x)پذیري تابع با استفاده از تعریف مشتق، مشتق)  86 x | x xرا در نقطه 2|  )94(شهریور  مورد بررسی قرار دهید.  2

 پاسخ:

x

x x

x

x(x )lim f '( )
f (x) f ( ) x | x | xf lim lim

x x x(x )lim f '( )
x

2
2 2

2

2 2 22 2 0 22 2 2 2 2 22

 

 تابع در این نقطه مشتق پذیر نیست. زیرا مشتق چپ و راست آن با هم برابر نیست.
 

fبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع)  87 (x) x2 xيرا در نقطه1 a.94(خرداد  محاسبه کنید( 
 پاسخ:

h h h

h h

f (a h) f(a) (a h) a a ah h af (a) lim lim lim
h h h

ah hlim lim a h a
h

2 2 2 2 2

2

1 1 2 1 1

2 2 2

m lim lim
h h hh hh

h
m lim a h a

h
2 2a ha h

 

fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع )  88 (x)
x
xرا در نقطه  1  بررسی کنید. 1

 پاسخ:

x x x x x

x
f (x) f( ) xx xf '( ) lim lim lim lim lim

x x x x(x ) x1 1 1 1 1

1 111 1 11 11 1 1 1  
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fمشتق پذیري تابع )  98 (x) x2 xرا در نقاط  1  بررسی کنید. 1
 پاسخ:

                                                                                                                                        x

x

x

x x
lim fx xf lim

x x x
lim f

x

2
1

1

1

1 1 2 11 0 11 1 1 1 2 11

 

fمشتق تابع   )90 (x) x x3 xي را در نقطه 3  با استفاده از تعریف مشتق بیابید. 1
 پاسخ:

x x x x

x x xf(x) f ( ) x xf lim lim lim limx x
x x x

23
2

1 1 1 1

1 41 3 41 4 61 1 1   راه اول)                                     

h h h

h h h

h h h hf h f ( ) h h
f lim lim lim

h h h
h h hh h hlim lim lim h h

h h

3 33

23 2
2

1 3 3 3 3 41 1 1 3 1 41

3 66 3 3 6 6

m lim lim
h h hh hh

h h
m lim lim h

h hhh
3 6 6h

  راه دوم)                       

 

fمشتق تابع  با استفاده از تعریف مشتق، ) 91 (x) x4  .88(هماهنگ کشوري  را به دست آورید(  
 

 پاسخ:
 

h h

h h

x h x x h x x h x
f x lim lim

h h x h x

x h x hlim lim
xh x h x h x h x

4 4 4 4 4 4
4 4

4 4 1
2 44 4 4 4

m lim
h hh

h
m lim

hhh h x hx hx h x hx h h

 

yمشتق راست: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)lim
h0

fموجود باشد (عدد شود) این حد را مشتق راست تابع (x)درx a نامیده و با نمادf (a) نشان
 دهند.می

yمشتق چپ: در تابع f(x)اگر
h

f (a h) f(a)lim
h0

fموجود باشد (عدد شود) این حد را مشتق چپ تابع (x)درx a نامیده و با نمادf (a) نشان

 دهند.می
 

 اي مشتق پذیر نیست.پیوستههر تابع مشتق پذیر، پیوسته است ولی هر تابع 
 عملاً پیوستگی شرط لازم مشتق پذیري است ولی کافی نیست.

 اند ولی مشتق پذیر نیستند.یعنی توابعی وجود دارند که پیوسته
 
 
 
 
 

  

 

فقط پیوستگی راست داشته باشد در آن نقطه مشتق چپ ندارد و مشتق راست نیز باید بررسی شود و  اگر تابعی در 
 چنین اگر تابعی فقط پیوستگی چپ داشته باشد در آن نقطه مشتق راست ندارد و مشتق چپ آن باید بررسی شود.هم

 ت.ناپذیر استابع در این نقطه مشتق

 گویا کردن
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 38 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 
 
 

 
 
 
 
 
  

 
 
 

fهاي چپ و راست تابع با استفاده از تعریف مشتق، مشتق)  92 x x xرا در  2  )92در صورت وجود بیابید. (خرداد  2
xپاسخ: تابع در                پذیر نیست.مشتق 2

                                                                    x

x x

x

xlim f
x xlim x f( ) f lim

xx
lim f

x

2
2 2

2

2 1 22 0 22 0 2 2 22 1 22

 

 خالی عبارت مناسب قرار دهید:در جاهاي )  93
fي مشتق پذیري تابعالف) دامنه     (x) x . .................... برابر است با 

g(x)ب) شیب خط مماس بر نمودار تابع     
x
xدر  1  برابر است با ...................... . 1

 خ:پاس

(الف f ff (x) x D , f (x) D ,
x

10 0
2

 

(ب g (x) m g ( )
x2

1 1 1  

 
 انتخاب کنید. Bهاي ستون را از بین گزینه Aپاسخ هر عبارت ستون)  94

 
 
 
 
 
 

 پاسخ:
           صحیح است.» و«ي ) گزینه1

                                                                                         f fx D , f (x) D ( , )
x

1 2 11 2 0 2 22 1 2
 

xتابع در صحیح است.» ج«ي ) گزینه2                        پیوستگی چپ ندارد، بنابراین مشتق چپ آن وجود ندارد.1
x
lim x f( )

1
2 2 1 1 2 

 

x                          صحیح است.» د«ي ) گزینه3

x x

x

x
limx x xf ( ) lim lim f ( ) f ( )

x x x
lim

x

2
2 2

2

2 12 0 2 22 2 2 02 2 2 12

 

 Bستون 
 د) صفر 1الف) 

)ب)  , )1
 4هـ)  2

)و)  ج) وجود ندارد , )1
2 

 Aستون 
yي مشتق پذیري تابع) دامنه1 x1  کدام است؟2
y) مشتق چپ تابع 2 x2يدر نقطهx  کدام است؟1
y) در تابع 3 x2 حاصلf ( ) f ( )2  کدام است؟ 2

 جواب نهایی
 جواب نهایی

 

 روش زیر عمل کنید: براي حل مسائل مربوط به مشتق پذیري در یک نقطه به
x) پیوستگی تابع در 1 a را بررسی کنید. یعنی باید

x a
lim f (x) f(a)ها برقرار نبود مشتق آن نیز وجود اگر یکی از پیوستگی

 اي و براکتی)خصوص در توابع قدرمطلقی، چند ضابطهندارد. (عدم وجود مشتق را بیان کنید. به
باشیم: کنیم. اگرداشته) مشتق چپ و راست را ازراه تعریف بررسی می 2  

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)lim lim f a
x a x a

عدد شود 
xگوییم تابع در می a.مشتق پذیر است 

 بررسی پیوستگی
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 مشتق توابع: يهاي محاسبهروش 
      f(x) c f (x) 0 

f (x) sin x cos x f x2 2 1 0 
n n

n n

f (x) ax f x nax

f x au f '(x) anu u

1

1 

f(x) x f x x7 62 14  
h(x) f (x) g(x) h x f x g x

h x f x g x h x f x g x g x f x
 

f (x) x x x x f x x x x x x x x2 3 2 3 2 2 22 3 1 4 2 3 4 3 4 2 3 12 4 2 3 1  
f x f x g x g x f x

h x h x
g x g x2 

x x xxh x h x
x x

22

2
2 1 1 11

1 1
 

n m
n n m

ax b ad bcf x f x
cx d cx d

au b ad bcf (x) f x u
cu d cu d

muf x u f x
n u

2

2 

 
 
 
 
   . مشتق بگیرید ) 95  

                                                                                                            ) f x x x f x x x
x

1 1 112 2 21 1 11 12 2 2
  

 
                                                                                                                                                     

                                                                                              x (x ) ( )( x ) x) f (x) f x ( )( )
x xx

4
3

2
2 1 2 2 1 2 1 2 12 42 22

 

                                                                                 
x x x x x

) f x f x
x x

3 2 32 2 2

2
3 1 3 6 3 1 1 3 1 1

3 1 1
 

 

) y x x y x x x
x

5 5 414 2 1 2 1 5 2 2 1
2

 

x x x xx) y y
x x

2 22

2 4
2 3 5 2 3 3 5 115

3 5 3 5
 

n n 1y y n      عبارت هاي جبري  مشتق عبارت جبري عبارت هاي جبري 

 توان  عبارت کسري با یک توان کمتر مشتق عبارت کسري

 مهم 

 مهمند  

   مشتق تابع ثابت صفره
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 مشتق توابع زیر را به دست آورید. (ساده کردن مشتق الزامی نیست.))  96
x)f (x)
x

52 11                   x) g(x) ( x)( )2 5 7 4 3   

 پاسخ: 
(x) ( )( x ) x) y ( )( )

xx
x) y ( ) ( x)

x

4
2

2 1 2 1 2 11 5
7 12 4 5 73 32 5 7

 

 مشتق توابع مرکب 

x يدر نقطه g(x)فرض کنیم تابع  a  مشتق پذیر و تابعf x  درg a گاه تابع مشتق پذیر باشد. آنh x f g x  درx a  مشتق پذیر
 است و داریم: 

h(x) f g x h a g a f g a   

                                                                                                                            m mf u u f u , u m u u 1 

اگر) 97
x

f h f
lim

h
2 2 2

3m  باشد، مشتق تابعf x xدر  1  را به دست آورید. 5
 پاسخ:

h h

x

f h f f h f
lim lim f f

h h

f x f x f
x 5

2 2 2 2 2 22 23 3
1 1 1 2 11 1 24 4 3 62 1

m lim
h hh

  

 

fاگر  ) 89 x
x2

1
2 fگاه مشتق تابع باشد، آن 3

x
xرا در  1 2

 به دست آورید.  2

 پاسخ:

f f
x xx x

x

2 2 22
2

2
2

1 1 1 1 1 1 22 2 2 3 712 3
 

fاگر )  99 x x2 yباشد، مشتق تابع  1 f x x25  را نسبت بهx  .85(هماهنگ کشوري  تعیین کنید ( 
 پاسخ:

                     y f x x y ( x x) f ( x x) y x f x x x x x
22 2 2 2 25 5 5 10 1 5 10 1 5 1 

fمشتق )  100 x3 6 xي در نقطه 2  کدام است؟  2به طول  ايدر نقطه fاست. مشتق تابع   2برابر   1
xپاسخ:  x3 6 2 2 1  

                                                                                 

      
x

x

x x f x f x f f
x

3 3 3
21 3

1

6 66 2 2 1 6 2 6 2 2 2 2 4123 6 2
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 اي روي منحنی:خط مماس و قائم در نقطه يشیب خط مماس بر منحنی و  معادله  

yبر منحنی نمایش تابع واقع aاي به طول در نقطه   Lاگر خط  f (x) ،مماس باشد 
 آید: زیر به دست می يشیب خط مماس از رابطه

 

                    
x a

f (x) f (a)m tan lim f a
x a

 

 
       

yبا استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع ) 101 x2 ي خط مماس بر منحنی این تابع را محاسبه نماید. سپس به کمک آن معادله 1اي به طول را در نقطه 1
 خارج کشور) 94واقع بر منحنی تابع بنویسید.                                    (شهریور  2اي به طولدر نقطه

 پاسخ:

                                                                                      
x x x x

f (x) f( ) x ( ) (x )(x )f ( ) lim lim lim lim(x )
x x x

A L : y (x )
( )

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 11 1 21 1 1
2 3 2 22 1 3

 

xyي خط مماس بر نمودار تابع معادله)  102
x Aي را در نقطه 2 ,3  )92(خرداد  به دست آورید.  3

y                              پاسخ:                                                                   m y y x
x 32

2 2 3 2 3
2

 

fبا استفاده از تعریف، مشتق تابع  )  103 (x) x3 را در نقطه دلخواهa حساب کنید. سپس معادله خط قائم بر نمودار تابع را در نقطهA ,1  به دست آورید.  1

 

 پاسخ: 

x a x a x a

x a x ax af (x) f (a) x af '(a) lim lim lim a
x a x a x a

f (x) x f '(x) x f '( ) m m' L : y (x )

2 23 3
2

23 2

3
1 13 1 3 1 3 1 13 3

 

fي خط مماس بر تابعمعادله)  104 (x) x3 xيدر نقطه1  را بنویسید.1
 پاسخ:

x x x

f (x) f( ) xf (x) x f ( ) lim lim lim
x x (x )

3
3

21 1 1 3
1 1 0 1 11 1 1 1 01

 

xبنابراین خط مماس بر تابع در :L  است. ي آن همان طول نقطههاست و معادلهyخطی موازي محور1 x 1 

 

   خواهیم مماس یا قائم در آن رابنویسیم معلوم کنید.اي که می) اول مختصات نقطه1

و  را تعیین کنید این همان شیب خط مماس است.  مشتق بگیرید و ) از تابع2

 خوان)شیب خط قائم است. (بعضی وقتا این مشتق رو از راه تعریف می  

 شوند:ي خط قائم به شکل زیر نوشته میي خط مماس و معادله) معادله3

 

 خط قائم

  Aينقطهشیب خط مماس در 
 

  خط قائم   خط مماس 
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 42 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 آهنگ تغییر و آهنگ متوسط  
 
 
 
 
 
 
 
 

fتابع )  105 x ي با ضابطهf (x) x x2 5  داده شده است. 4
 تعیین کنید. xالف) دستور کلی آهنگ متوسط تغییر این تابع را نسبت به متغیر 

xب) آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی  / , x0 4  را به دست آورید. 3
xج) آهنگ آنی را در   به دست آورید. 3

 پاسخ:

 (الف
x x x x x xy

x x

2 25 4 5 4
 

 

 (ب
/ /y / / /

x / / /

2 23 0 4 5 3 0 4 4 3 5 3 4 1 2 0 16 2 3 36
0 4 0 4 0 4  

                                                                   
x

f x x f x
lim f x f x x x

x
2

33
3 5 4 2 5 11m ج) 

 
fاگر )  106 t t t2 tدر بازه ي زمانی   fباشد ، نسبت آهنگ متوسط تغییر  tنمایش جمعیت یک نوع باکتري در زمان   3 /1 1 به آهنگ لحظه  2

tدر  fاي تغییر   کدام ا ست ؟   1

                                                                                                                  

x

/ /f / f / /
/ /

/f t /

2

1

1 2 3 1 2 1 31 2 1 1 4 5 21 2 1 2 2
5 21 2 3 5 1 45

/ /4/ 5 2/
/ 2/

4
 

 
9,) در چه نقطه اي از بازه 107 fآهنگ لحظه اي  25 (x) x با آهنگ متوسط آن برابر است ؟ 

                                   f f
, f x x x

x x
25 9 25 9 2 1 1 1 4 1625 9 16 16 82 2

 

 
 
 ثانیه از رابطه ي   tسوراخی در ظرف ایجاد میشود اگر حجم مایع باقی مانده در ظرف پس از   tدر لحظه  .لیتر مایع است  4) گنجایش ظرفی  810

t
tV

2
4 1 1

t1  می شود  ؟   1,1,متوسط  آن در بازه به دست می آید در چه زمانی آهنگ تغییر لحظه اي برابر آهنگ تغییر    1

                                                          
V V t t, V t

t t

1 4 4 1 8 48 1 11 1 1 1 1 1 1 1
2 1 55

V t tV t4 1 8 4t tV t 1184 1 1, V t 1 18 11 11 1 1 1,, V t 118 11 1

1
  

 

 دهداده ش يیعنی مشتق تابع در نقطهاي، همگی بر تابع، تغییر آهنگ یا تغییر آنی، تغییرات لحظهشیب خط مماس             

   يشیب خط مماس در نقطه  تغییر آهنگ                        

حالا آهنگ تغییر رو مساوي تغییرات متوسط قرار می دیم 
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 کاربرد مشتق   5فصل   
 

fبراي تعیین یکنوایی تابع پیوسته  x کنیم لامت میگیریم و تابع مشتق را تعیین ع(صعودي یا نزولی بودن تابع)، ابتدا از تابع مشتق می
 .هایی که مشتق منفی است، یعنی تابع نزولی استهایی که مشتق مثبت باشد، یعنی تابع صعودي است و در بازهدر بازه

x x x
f
f

1 2
0 0  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

fاي تابع در چه بازه)  910 (x) x x23  ؟ است صعودي 18
 پاسخ:

f x x x f x x x23 18 6 18 0 3   
x x
f

3
0  

 است. صعودي  3,ي نزولی و در بازه 3,ي تابع در بازه
 
 

fتعیین کنید تابع )  101 x x x2   در کدام بازه نزولی است 
 پاسخ:
  .ه همواره منفی باشدرا تعیین کنیم که مشتق تابع در این بازبازه اي  یعنی باید            

f x x x x
x x

1 1 1 1 12 2 4 16 162 2
x x x

x
1 1 1 12 4 16 162

 

f تابع)  111 (x)
x2
 . کنید تعیین,,  ي بازه روي را تابع این بودن نزولی یا صعودي. بگیرید نظر در,,  يبازه روي را 1

 پاسخ:
xf x f x , f x

x x x2 4 3
1 2 2 , f x   

 .است نزولیتابع  ,, بازهبنابراین در 

fتابع ) 121 x x
x

 ؟است اي صعوديدر چه فاصله 22

 پاسخ:

x
f x x f x x x x

x x x

3
2 3

2 2
2 12 2 2 0 1 0 1   

 

 ) اول از تابع مشتق بگیرید.1
 هاي مشتق را به دست آورید.را حل کنید و ریشه) معادله2
 ها، مشتق را تعیین علامت کنید. (ممکن است احتیاج به جدول داشته باشید.)) با توجه به ریشه3
اي که علامت مشتق منفیصعودي است. و در هر بازه اي که علامت مشتق مثبت باشد یعنی تابع ) در هر بازه4

 نزولی است. باشد یعنی تابع      

م1 تابع از اول (
 

 با توجه به دامنه 
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 44 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 اکسترمم هاي نسبی   

 نقاط بحرانی  

xنقطه ي   a  متعلق به دامنه تابع را نقطه بحرانی تابعf می نامند هرگاه در یک همسایگی متقارن پیرامون این نقطه تابع تعریف شده باشد و مشتق تابع در
 این نقطه صفر یا وجود ندارد ، شود .                        

                                                                                                                                                                                     f) a D
) f a f a

1
2   

 کجا صفر می شود یا کجا وجود ندارد . fبراي به دست آوردن نقاط بحرانی تابع  با توجه به دامنه از تابع مشتق می گیریم و می پرسیم 

 .می شود کجا مشتق بی نهایتی ج )  الف کجا ناپیوسته است  ب ) کجا مشتق چپ وراست نابرابرند :  انواع وجود ندارد  

 

yنقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  )  131 x x3 3  را به دست  آورید  .  23

                                                           f

f x x x x x , xx xD R , f x
f x x x x x , xx x

22

3 2 223 23

3 6 3 2 23 6
3 3 33 3

x x x x x ,2 2x x x x x , xx

x , 3x , x
  

fنمودار تابع )  141 x x x2  رسم کنید و نقاط بحرانی تابع را تعیین کنید . 4

        
x x x x x

f x x x x f x x x

x xx x x

2

2

2

4 2 4
4 4 2 4 4

2 4 44 4
f 2 4 4x xx4x f x  

                                        f , f
f x x x

f , f

4 4 2 4 24 4 4 4
, f 4, ff

x x2 4 2x xx  

,تابع سه نقطه بحرانی دارد .      ,2 4, ,2 4,  

 با توجه به تعریف نقاط ابتدا و انتهاي بازه نقاط بحرانی تابع نیستند . 

 واژه اکسترمم نسبی براي ماکسیمم و مینیمم تابع بکار برده می شود که تعاریف آنها به شرح زیر است  .

xنقطه  c  نسبی تابع  ماکسیمم طولf ًعرض این نقطه از تمامی عرض هاي در یک همسایگی متقارن این نقطه تابع تعریف شده باشد ، و ثانیا  است که اولا
(                        این همسایگی بزرگتر یا مساوي است  . به زبان ریاضی یعنی :                                               x c ,c f c f x1 

fدر این حالت   c   نسبی تابع  ماکسیمم را مقدارf   . می نامند  

 

xنقطه     c  نسبی تابع  مینیممطولf  عرض این نقطه از تمامی عرض هاي  تابع تعریف شده باشد ، و ثانیاً، است که اولاً در یک همسایگی متقارن این نقطه
(                           یا مساوي است  . به زبان ریاضی یعنی :                                           کوچکتر این همسایگی  x c ,c f c f x2 

fدر این حالت   c   را مقدار مینیمم نسبی تابعf        . می نامند 

                                                                                                                                                                      

 وجود ندارد

 وجود ندارد  

 

 

  
 

 

  

xدر  , x4  مشتق وجود ندارد 

  این نقاط زاویه دارند .
  در این نقطه مشتق صفر است  

  

  

,مجموعه نقاط بحرانی : ,2 3, ,2 3,  
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xاگر در نقطه ي  قضیه فرما : a   تابعf x   ماکزیمم یا مینیمم نسبی داشته باشد ، وf a  موجود باشد  آنگاهf a   خواهد بود به عبارت دیگر
 هر نقطه اکسترمم نسبی تابع یک نقطه بحرانی آن است ولی عکس قضیه فرما در حالت کلی درست نیست .

 
xاگر  ماکسیمم مطلق :   a   نقطه اي از دامنه تابع  به طوري که  براي هرfx D     داشته باشیمf a f x   یعنی عرض نقطهa  از تمامی   عرض

fهاي این تابع در تمام دامنه بزرگتر یا مساوي باشد . آنگاه  a  ماکسیمم مطلق تابعf  می نامیم 
 
 

xمینیمم مطلق :  اگر  a   نقطه اي از دامنه تابع  به طوري که  براي هرfx D     داشته باشیمf a f x  یعنی عرض نقطهa  از تمامی  عرض هاي
fاین تابع در تمام دامنه  کوچکتر  یا مساوي باشد . آنگاه  a  مینیمم  مطلق تابعf   . می نامیم 

 
 

 در توابع یکنوا به راحتی ماکسیمم و مینیمم مطلق را می توان تعیین نمود .
                                                                                                                 

                                                                                       max

min

y f b
if x a ,b f x f

y f a
                       

 
 
 

                                                                                                                                     

                                                                                           max

min

y f a
if x a ,b f x f

y f b
f                       

 
 
 

                                                                                                                                                                                                    
 
 
yمطلق تابع پیوسته   min,maxبراي تعیین   f(x)  در بازهa,b  ابتدا نقاط بحرانی تابع را تعیین کرده و جدو ل زیر را  تنظیم می کنیم. 

 
 
 
 

     
 

آنگاه بیشترین مقدار سطر دوم  . می با شد  این نقاط تابع به ازاي  و سطر دوم مقادیرو نقاط ابتدا و انتهاي بازه  سطر اول نقاط بحرانی تابع در این فاصله 
 ماکسیمم مطلق و  کمترین مقدار سطر دوم مینیمم مطلق تابع در این بازه خواهد بود .

 
 
 

          na x x x x ..................x b1 2 3 4       x 

        nf a f x f x f x ...............f x f b1 2 3 f x 

  

  

   ده .نشنقاط ابتدا و انتهاي بازه نمی توانند اکسترمم نسبی باشند زیرا تابع در همسایگی متقارن آن ها تعریف       

 هر تابع پیوسته در بازه اي بسته ماکسیمم و مینیمم مطلق دارد  .            
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yبیشترین مقدار تابع ) 151 x x x3 23 9 2,ي، در بازه5  ، کدام است؟ 2

2,عرض نقاط بحرانی تابع را بازه ي   از تابع مشتق می گیریم و نقاط بحرانی را تعیین و مقادیر تابع به ازاي این نقاط را به دست می آوریم .  ابتدا  2  

x f( )
f x x x f x x

x ( , )
3 2 2 1 1 1 3 9 5 103 9 5 3 6 9 0 3 2 2  

f                                                                      عرض تابع را در نقاط ابتدایی و انتهایی این بازه به دست می آوریم.داریم: ( )
f ( )

2 8 12 18 5 3
2 8 12 18 5 17 

 درآخر بین مقادیر به دست آمده ،بیشترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق تابع در این بازه معرفی می کنیم:

   

 

f(x)ماکزیمم و مینیمم مطلق تابع)  161 | x | (x ]در فاصله 1( , ]2  را به دست آورید .  1

                                              
x x x x

x x x
f (x) f (x) x

x x x
x x x x

2

2

12 1 0 2 1 0 20 0
0 12 1 0 2 1 0 2

 

ست  ی  موجود ن

       
 
   

                                                                                                                                                                

minينقطهbوaبه ازاي چه مقادیر)  171 A
1

yتابع 2 x ax b2 باشد؟می 

 و ثانیاً طول این نقطه باید مشتق اول تابع رو هخطی باشه اولاً باید مختصاتش در ضابطه تابع صدق کنچند جمله اي اگر یک نقطه اکسترمم یک تابع  پاسخ  : 
 .  صفر کنه

                                                                                                                                                  
ay x a x a

f b b

2 1 22
1 1 2 2 3

x
  

 
 
 

اگر تابع)  181
x ;x

f (x) a ;x
x ;x

2 3 1
1

3 2 1
xدر    بپذیرد؟ تواندنمیچند مقدار صحیح را  aنیمم نسبی داشته باشد،ماکزیمم یا می 1

 با توجه به شکل داریم : پاسخ         

                                                                                                                                  
( )x a

a R [ , )
( )x a

1 1 2 11 2
بی  س مم ن زی ماک
بی  س یمم ن  می ن

 تواند بپذیرد.ا نمیر و 1و2سه مقدار صحیحaپس

2 1 2 x 
17 10 3 f x 

1 0 1
2 2 x 

2 0 1
4 2 f x 

 
 

 ماکزیمم  مطلق  مینیمم مطلق 

maxy 10 

مورد  ، مطلق استفاده نمود ، و بهتر است نمودار تابعدر توابع نا پیوسته در حالت کلی نمی توان از نکته فوق براي تعیین ماکسیمم و مینیمم 
 بررسی قرار گیرد .

  غ ق ق 

  ق ق 
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          بهینه سازي        

               
 

yکم ترین فاصله منحنی )  911 x2   از خطy x4  را به دست آورید  ؟   2

                                        
x x

h x h x x x h
2 4 2 4 8 2 22 4 2 2

1 16 17 17
 

 باشد در شکل مقابل بیشترین مساحت ناحیه هاشور زده کدام ا ست ؟  12و ارتفاع آن   36اگر قاعده مثلث )  120

              
                                                               
 
  

 پاسخ         

                                                                
y max y

x y x y S xy S y y y y

S y y S S

2

2
6

12 3 12 3 12 36 336 12
36 6 6 36 6 3 6 1 8max yy S Smax

2
6 36 6 3 6 1 8y S Smax 6

 

 
  را بدست آورید . باشد ، بیش ترین مساحت مستطیل محاط شده در شکل   3دایره ربع اگر شعاع )  121

 پاسخ         

                     
y x , x

x xS x xy x x S x x x x
x x

2

2 2
2 2 2

2 2

9 3
9 2 9 99 9 2 29 9

3x

xx2  

 

 

 

tfساعت پس از تزریق از رابطه ي   tغلظت یک داروي شیمیایی در خون ) 221 t
t3 به دست می آید چند ساعت پس از تزریق غلظت آن در خون   54

 بیشترین مقدار ممکن را خواهد داشت .
 پاسخ

                                               
t t t tf t f t t t t

t t

3 2 3
3 3

2 23 3

1 54 3 2 54 2 54 27 3
54 54

t t3 3tt2 54 27t tt ttt   

3 9
2  x 

  9
2  S x 

 بهینه سازي :  روش کلی     

 ( به خصوص هنگامی که ایده ي اولیه ندارید )  در صورت نیاز ترسیم شکل براي درك بهتر مسئله .  -1     

 و تبدیل آن به یک تابع یک متغیره.ایجاد رابطه بین معلومات و مجهولات مسئله و فرموله کردن آن  -2    

 به ازاء نقاط بحرانی را به دست می آوریم  و با توجه به ماهیت ، بع نقاط بحرانی تابع را تعیین، مقادیر تا، پس از تشکیل تابع مسئله  -3    

 جواب مسئله خواهد بود.  از تابع  ماکزیمم یا مینیمم حاصل، سوال                
 

کل سازيروش بهینه
 

 

 
 

 

 

 اینجا تالس زدیم    
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 هندسه   6فصل   
دوران دهیم. دو تا مخروط ایجاد می شود که در راس به هم متصل شده اند . حال اگر رویه مخروطی را  ( که با آن متقاطع است )  Lرا حول محور   dاگر خط 

 قطع دهیم . موارد زیر رخ می دهد .  pبا صفحه 
 عمود باشد . دایره حاصل می شود . Lبر  محور   pالف ) صفحه  
 شود .  هم نباشد بیضی حاصل می   dعمود نباشد و موازي مولد   Lبر محور   pب ) صفحه  

 مخروط باشد . هذلولی حاصل می شود .    Lموازي محور   pج ) صفحه   
 باشد . سهمی حاصل می شود  .     dموازي مولد  pد ) صفحه   

 از راس دو مخروط  بگذرد . نقطه حاصل می شود  . pه ) صفحه    
 

 اگر کره را با یک صفحه قطع دهیم همواره سطح مقطع دایره خواهد بود  .
 اگر یک استوانه قائم را با یک صفحه قطع دهیم ممکن است مستطیل ، بیضی ، دایره ایجاد شود .

 ش دوران کند سطح استوانه حاصل می شود .اگر پاره خطی حول محوري موازي خود
 اگر یک مستطیل حول یکی از اضلاعش دوران کند استوانه ساخته می شود .

 اگر یک مربع یا لوزي حول یک قطر خود دوران کند دو مخروط حاصل می شود  . 
 

 جا هاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید .) 123
 .شکل حاصل از دوران یک ربع دایره حول شعاع عمود بر قطر آن یک .............................  است  – 1 
 است .......ه ......................ع قائمضلاا ی از شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول یک - 2 
 .شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول وتر آن ...............................................   است  - 3 
 را حول قطر بزرگ آن دوران دهیم حجم شکل حاصل .................... است .  4و   6اگر یک لوزي با طول قطر هاي  – 4 

 
  8) دو مخروط هم قاعده به حجم 4) دو مخروط هم قاعده                          3) مخروط                                2         ) نیمکره                         1
 

 دوران دهیم حجم شکل حاصل را به دست آورید .  dاگر مثلث قائم الزاویه شکل روبرو را حول خط  ) 241
 

 .با این دوران حجم حاصل عملا تفاضل حجم استوانه از مخروط  خواهد بود
 

                                                                                      mV Vo V 2 213 6 3 6 363 
 
 
 
 

 را به دست آورید. باشد   4قطر نیم دایره  هنگامی که  حول خط ، در شکل مقابل حجم حاصل از دوران شکل ) 251
 
 
 

 خواهد بود  .   2و یک کره با شعاع   7و ارتفاع   4اي با شعاع تفاضل حجم استوانه  با این دوران حجم حاصل عملاً

                                                                                                     kV Vo V ( )2 34 3 44 7 23 3 )4  
 
 

  

 

  

حجم مورد نظر   

 حجم کره    

حجم استوانه   

 حجم استوانه 

 حجم مخروط   

حجم مورد نظر 
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 بیضی  
Fمکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصل آن ها از دو نقطه ثابت ( کانون ها بیضی  , F   مقدار ثابت (a2   است کهa2   طول قطر بزرگ یا

 کانونی بیضی نامیده می شود .
                                                      AA a , BB b , FF c , MF MF a , a b c2 2 22 2 2 2                           

 
 

                                                                                                                   
 در شکل مقابل  
 را کانون هاي بیضی می گوییم .  Fو    F) نقاط   1 
F) فاصله بین دو کانون را که مقدار ثابتی ا ست  فاصله کانونی بیضی می گوییم و آن را برابر    2  F c2   . فرض می کنیم 
A) پاره خط  3  A   را قطر بزرگ و محور کانونی  و  پاره خطB B  . را قطر کوچک و محور نا کانونی  می گوییم 

 
 مختصات  نقاط مهم در بیضی افقی

      
a a c c

O A A F F B B
b b

a a c c
A A F F B BA A F F B B

b b
A A F F B B              و                   A A B B F FO 2 2 2                         

 
 مختصات  نقاط مهم در بیضی قائم 

    
b b

O A A F F B B
a a c c

b b
A A F F B BA A F F B B

a a c c
A A F F B B                 و         

A A B B F F

A A B B F F

x x x x x x

O
y y y y y y

2 2 2

2 2 2

AxA

2
Ay yA

2

 

ceدر هر بیضی نسبت   خروج از مرکز  :  
a

 را خروج از مرکز بیضی می گویند  .    

                                                                                                                     cFF MF MF c a e
a

2 2 1cFF MF MF c a ec
a

2 2 1c a ec 
 

                                                                                                                                                                                                                         if e 1  
 

                                                                                                                                                                                                                        if e   
 

Fکانون هاي یک بیضی )  261 , , F ,2 2 14 3هستند و خروج از مرکز آن   2
,Bاست .   5 B , A , A  . را تعیین کنید و نمودار آن را رسم کنید 

             

F F cO O , c FF c , e a
a a

b a c A A B B

2 2

2 2

2 14 8 3 62 2 14 2 2 2 12 6 12 22 522
8 1 18 8 1 2 8 81 36 8 2 2 2 8 1 2 8 6A B

18 8 1 2 836 B 2

  

 
 

Fداشته باشیم اگردر یک بیضی ) 271 , ,F , ,B ,3 2 5 2 1  آنگاه خروج از مرکز بیضی را به دست آورید . 4
 

a b cc FF cF FO O , cB , b , b b e
a

2 23 5 1 4 16 2 2 52 5 3 8 42 4 22 22 1 4 2 4 22 2 5 52

52

  

 

 

 

   

 

 

 

   

  کانونیفاصله  کانونی نا قطر  قطر کانونی 

  خروج از مرکز چاقی و لاغري بیضی را نشان می دهد هرچه کمتر چاق تر 

 c b
 a
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 دایره  
Oمعادله دایره اي به مرکز   دایره :معادله استاندارد  xبه صورت :   Rو شعاع   , y R2 2  است .  2

 
 بسط دهیم و مرتب بنویسیم فرم گسترده معادله دایره را خواهیم داشت  .را دایره استاندارد  م: اگر معادله فر  دایره گستردهفرم معادله 

x y ax by c2  در این حالت داریم :   2

                                            
aa

b O , R a b c c
b

c R

2 2 2 2

2 2 2

2 122 42
2

  

xدر فرم گسترده باید ضرائب )  1 , y2 a   :  باید برابر باشند و همواره   2 b c2 2 4  
 
 که بتوان آنها را محاسبه کرد . بدهند  اطلاعاتی  براي نوشتن معادله دایره داشتن مختصات مرکز و شعاع دایره الزامی است مگر آنکه در مسئله)  2
 
وص هنگامی که ایده خاصی ندارید و چیزي به ذهنتان نمی رسد  پیاده کردن داده هاي و حل مسائل دایره از رسم کردن غافل نشوید به خص در نوشتن)  3

 مسئله روي شکل راه حل را به ذهن ما القاء می کند .
 
yدر بعضی از سوالات میگه مرکز دایره روي خط )  4 mx n   قرار داره ویا میگهy mx n  معادله یک قطر دایره است . در این سوالات مرکز را به

Oصورت 
m n

 نشان دهید .  

 
Bمعادله دایره اي را بنویسید که نقاط )  821 , , A ,2 2 2  دو سر یک قطر آن باشند  . 4

                                                  
A BO O R AB

x y

2 2

2 2

2 2
1 1 12 2 2 4 2 2 52 42 2 2 232

3 5

5

y2

    

 
3,در نقطه   Lاگر بدانیم خط )  921  بر دایره اي به مرکز مبداء مختصات مماس است . معادله خط مماس را بنویسید .  4
 

                                                                                                         OA AM M L : y x4 3 34 33 4 4 
 
 

Oدایره اي به مرکز )  301 ,1 xخط  1 y3 2  است معادله این دایره  را  بنویسید .  8را در دو نقطه قطع می کندو طول وتر ایجاد شده  42

 خطی که از مرکز دایره بر وتر وارد و بر آن عمود باشد آن را نصف می کند. 

                                                                                                          
ax by c /OH OH

a b2 2

3 2 4 7 5 152 35 59 4 24

by cy        

                               R OH ( ) R x y2 22 2 24 9 16 25 5 1 1 25        
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  متخارج

 
 

  خارج مماس

 
 

  متقاطع

 
 

  مماس داخل

 
 

  متداخل

 
 

  هم مرکز

 

 وضعیت دو دایره    

          
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x  دو دایره به معادلات : )  311 y x y

x y x y

2 2

2 2
4 8 19
4 4 1

 نسبت به هم چگونه اند  ؟   

               داخل اند  مماس             

) O , , R

R R
) O , , R , d R R

R R

) d O O

1 1

1 2
2 2 1 2

1 2
2 2

1 2

11 2 4 16 64 76 12
412 2 2 16 16 4 3 22 2

3 2 2 2 4 2

  

 
xوضعیت خط به معادله )  321 y3 4 xنسبت به دایره   7 y x2 2 2   چگونه است .  3

 

Oخط و دایره بر هم  مماس اند                                                        , R , OH OH R
1 3 71 14 12 2 22 59 16

, R  

 
 

xوضعیت دو دایره )  331 y x y , x y2 22 2 2 8 13 1 1 4,, x   . نسبت به هم را تعیین کنید 
     

                                               
o , R , o , R

d o o , R R , R R R R o o d R R

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 12 4 64 52 16 21 4 2 2
4 1 3 2 2 4 R1R

  

 دو دایره متقاطع اند . 

   مختصات مراکز دو دایره و همچنین شعاع هریک را به تعیین کنید . -1                                    

 را حساب کنید .  دو مرکز دایره یعنی  فاصله  -2                                   

 را محاسبه کنید .   -3                                   

 مقایسه کنید  .   را با      -  4                                   

1
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 احتمال   7فصل      
 یاد آوري                                  

 
 
 
 
 
 

 ها از یک نوع باشند را بیابید.که لامپکنیم، احتمال آنلامپ به تصادف و هم زمان خارج می3معیوب وجود دارد.لامپ 4لامپ سالم و6ايدر جعبه)  341
 پاسخ:

n(S)

n(A)n(A) P(A)
n(S)

10 1203
4 6 6 4 24 84 20 243 0 3 0 120 30

  

 سفید و دیگري قرمز باشد چقدر است؟دو مهره متوالیاً و بدون جایگذاري خارج می کنیم احتمال ان که یکی ) 135
 پاسخ:

 ها میریم.چون گفته متوالی و بدون جایگذاري از روش ضرب تناسب

P(D) 3 5 5 3
14 13 14 13   

 

2) احتمال قبولی کنکور نفر اول 361
3و احتمال قبولی نفر دوم  5

 است.  7
 الف) احتمال اینکه فقط نفر دوم در کنکور قبول شود. 

 ب) احتمال اینکه هیچکدام قبول نشوند را بدست آورید.
 :پاسخ

 اندهم چنین متمم این پیشامدها نیز مستقل اند،یعنی مستقل قبولی نفر اول ربطی به قبولی نفر دوم ندارد            

(الف P( ) P( ) P(A ) P(B) ( )2 3 91 5 7 35  

)P (ب ) P(A B ) P(A ) P(B ) ( )( )3 2 121 17 5 35B ) P(   

0/اراحتی قلبی پیدا کندسال دیگر ن20تاAکه شخصاحتمال آن)  371 0/سال دیگر ناراحتی قلبی پیدا کند20تاBکه شخصاحتمال آنو 8 است، چقدر 6
 احتمال دارد:
 سال دیگر ناراحتی قلبی پیدا کنند.20الف) هر دو تا

 سال دیگر ناراحتی قلبی پیدا کند.20ب) حداقل یکی از آنها تا
 پاسخ:

عنی ها ناراحتی بگیرد ییکی از آنسال ناراحتی قلبی بگیرند یعنی اشتراك، حداقل  20ها بعد از اند. هر دوي آنندارد یعنی از هم مستقل Bربطی به بیماري شخص  Aبیماري شخص 
 اجتماع.

(الف P(A B) P(A) P(B) 8 6 48
10 10 100B) P(A   

(ب P(A B) P(A) P(B) P(A B) P(A) P(B) P(A) P(B) ( )8 6 8 6 92
10 10 10 10 100B) P(A) P(B) P(A B) P(A) P(B)  

 

 اولی قرمز دومی سفید

فقط نفر دوم قبول شود    ودش اولی قبول نشود و دومی قبول

 هیچکدام قبول نشوند

 اولی سفید دومی قرمز
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  فرمول احتمال کل  یا قانون جمع احتمال ها  
nبه پیشامد هاي  Sاگر فضاي نمونه اي                         nA ,A ,......A ,A1 2  افراز شده باشد . یعنی :                                        1

                                                                                                                                                                                                i j

n

A A

A A .........A S1 2
jA

nA .........An2A
    

  
 

                                                            
 

                                                             
 

 هااحتمال قانون جمع
 ها و....ها و کیسهظرف –شوند. مثلاً مردان و زنان در بعضی از مسایل احتمال، فضاي نمونه اي به چند قسمت تقسیم می

 
nAفرض کنید  ,........,A ,A2 nAباشند  به طوري که    Sپیشامد هائی از فضاي نمونه اي   1 A ........... A S1 2 nA ........... A Sn2A   و این پیشامدها  دو به دو

. البته  از قانون جمع احتمال استفاده می شودباشد در این صورت داریم   Sیک پیشامد  دلخواه  از   Xاگر  و یعنی اشتراك نداشته باشند . ناسازگار باشند 
nAبا چندین پیشامد دیگر مانند : Xکه پیشامدي مانندهنگامی  ,...., A ,A2  (( که فضاي نمونه را افراز نموده اند )) اشتراك داشته باشد . 1

                                                                      
n

n n i i
i

P X p A p x A p A p x A ........ p A p x A P A P X A1 1 2 2
1

 

 
                                                                                                                              

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

درصد سواد می باشند ، چند در صد این جمعیت باسواد   60با  ، بقیه جمعیت زنان  و نددرصد آن ها با سواد  70درصد جمعیت کشوري را مردان که  60)138
 هستند ؟ 
 پاسخ:

                                                                                                                                                               
P B P A P B A P A P B A

P B

1 1 2 2
6 7 4 6 66
1 1 1 1 1

7 4 6 66
1 1 1 1

    

 

21) طبق تحقیقات پزشکی  احتمال تولد غیر طبیعی براي پسر 931
18و براي دختر   1

است احتمال این که فرزند یک خانواده غیر طبیعی به دنیا بیاید   1
 چقدر ا ست ؟ 

 پیشامد دختر بودن باشد  ،  داریم :  A2پیشامد  پسر بودن    و   A1پیشامد غیر طبیعی به دنیا آمدن فرزند  ،   Aاگر  پاسخ:

                                                                                                            P A P A P A A P A P A A1 1 2 2
1 21 1 18 39
2 1 2 1 22 1 2  

 

  

و کارخانه یی شهري و روستاباشه ، مثل زنان و مردان  ، ظرف ها و کیسه هاي مختلف ،  ینمونه اي چند قسمتاگر فضاي 
از فرمول بالا  بخواهد در این فضا  xمختلف  ، حالت هاي متفاوت و .......  احتمال یه پیشامد  مثل  و دستگاه هاي ها

 استفاده می کنیم به دست  

 

  

  

  کنیم به طوري که اعداد موجود در هر شاخه از درخت را در هم ضرب نموده و اگر از از نمودار درختی استفاده  می توانیم  براي حل این مسایل   
 کنیم.ها را با هم جمع میي دیگر برویم اعداد آناي به شاخهشاخه   
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 54 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 از مردان با سواد باشند چند درصد از افراد جامعه باسوادند؟ % 68زنان و  % 60دیگر را مردان تشکیل می دهند اگر  % 48جمعیت کشور را زنان و  % 52) 401
 پاسخ:

 

                                                                      P 48 68 52 60
100 100 100 100 

 
 
 

 
مهره قرمز وجود دارد.  یکی از این دو جعبه را به تصادف انتخاب و از  4مهره سفید و  B  ،3مهره قرمز و در جعبه  3مهره سفید و  A  ،5در جعبه )  411

 کنیم چقدر احتمال دارد این مهره سفید باشد؟ان یک مهره خارج می
 پاسخ:

 
 

                                         P( ) 1 5 1 3
2 8 2 7 

 
 

زنان این اداره نیز تحصیلات دانشگاهی دارند. اگر یک نفر از میان  % 28آن ها تحصیلات دانشگاهی دارند.  %22کارمندان مرد، و  % 60اي در اداره)  421
 انتخاب شود چقدر احتمال دارد تحصیلات دانشگاهی نداشته باشد؟ها آن

 پاسخ:
 

 P 6 78 4 72
10 100 10 100  

 
 

اند انتظار فرزندي را دارند. بیمارياست. والدینی که حامل این نوع  % 20و به فرزند دختر  % 15انتقال نوعی بیماري ارثی از پدر مادر به فرزند پسر  ) 431
 که این فرزند سالم به دنیا بیاید را حساب کنید.احتمال آن

 پاسخ:
 
 

  P( ) 1 85 1 80
2 100 2 100 

 
 
 

کنیم.  مهره خارج می 1مهره سیاه قرار دارد. از هر یک از این دو جعبه  4مهره سفید و  B ،3مهره سیاه و در جعبه  3مهره سفید  A ،2در جعبه  ) 441
 احتمال اینکه دو مهره هم رنگ باشند کدام است؟

 پاسخ:
P( ) P( ) P( )

P( ) 2 3 3 4 18
5 7 5 7 35

 

                                                                                 
 

 

 

 سفید بودن

 فرزند سالم

 هر دو سیاه هر دو مهره سفید مهره هم رنگدو 

 دو مهره هم رنگ
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سفید موش سیاه نگهداري می شود با تصادف سه موش از بین آن ها انتخاب می شود . با کدام احتمال ، اولین موش  3موش سفید و  5گاهی ) در آزمایش 451 
 )88(سراسري تجربی  و سومین موش سیاه است؟

 پاسخ: 

: (راه اول) P1
5 4 3 5 3 2
8 7 4 8 7 6   

 

: (راه دوم) P2
5 3 15
8 7 56   

 
 

آوریم. با کدام احتمال بدون توجه به اولین مهره سیاه موجود است. دو مهره متوالیاً و بدون جایگذاري از آن بیرون می  9مهره سفید و  6اي ) در جعبه 461
 )92(سراسري تجربی  مهره دومین مهره خارج شده سفید است؟

 پاسخ: 

: (راه اول) P(A) 6 5 9 6 84 2
15 14 15 14 15 14 5   

: (راه دوم) P(A) 6 2
15 5  بدون در نظر گرفتن مهره اول فقط احتمال سفید بودن مهره دوم را حساب میکنیم. میبینی که جواب یکیه.          

 
 

 دو مهره متوالیاً و بدون جایگذاري خارج می کنیم احتمال ان که یکی سفید و دیگري قرمز باشد چقدر است؟ ) 147
 

 پاسخ:
 ها میریم.چون گفته متوالی و بدون جایگذاري از روش ضرب تناسب             

P(D) 3 5 5 3
14 13 14 13   

 
 

 مهره در مرحله دوم  2مهره قرمز وجود دارد اگر در سه اقدام به برداشتن مهره از کیسه کنیم به طوریکه در مرحله اول  4مهره آبی و  6در کیسه اي )  148
 مهره برداریم با کدام احتمال همه مهره هاي قرمز در مرحله سوم از کیسه خارج می شوند  ؟  5مهره و در مرحله سوم  3

 پاسخ:
 

P

6 4 4 1
2 3 4 1 15 4 111 8 5 45 56 42
2 3 5

  

  

 

ي یک آزمایش چیزي نگویند ما باید نگیره یعنی از نتیجهها مورد پرسش قرار هاي متوالی یکی از انتخابهر وقت در انتخاب
که فکر کنیم اصلاً اون آزمایش رخ نداده و احتمال موارد گفته شده هاي ممکن رو براي اون در نظر بگیریم یا اینخودمون حالت

 رو حساب کنیم.

 

هاي ممکن براي اون رو حساب چون از رنگ موش دوم حرفی نزده یا حالت
هاي اول و یا مثل راه حل دوم انگار اتفاقی نیفتاده. احتمالکنیم مثل راه حل می

 کنیم.کنیم و در هم ضرب میاول و سوم را حساب می

 اولی سفید دومی قرمز

 اولی قرمز دومی سفید

 اول هر دو سفید بیاد در مرحله در مرحله سوم چهار تا قرمز و یک مهره سفید بیاد

 در مرحله دوم هر سه سفید بیاد
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 56 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 دقیقه 120مدت امتحان:  2تعداد صفحه: رشته: تجربی سال دوازدهم  3ریاضی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:

kimia@     مطابق با امتحانات ترم اول : اولآزمون                                             دانش آموزان سراسر کشور  mahan                                                                    

 نمره سوالات ردیف

١ 

 هایی را که در آن تابع صعودي اکید، نزولی اکید یا ثابت است را مشخص کنید.     نمودار تابع زیر را رسم ، سپس بازه

                                                                                                                                                  
x x

f x x
x x

2

1 1
3 1 1

1x /1 25 

xg(x)توابع  ٢ x , f (x)
x

3 22    1 را محاسبه کنید.                      fog(x)اند. دامنه و ضابطه ي تابع مفروض 1

٣ 

fتابع  x x 31                    را در نظر بگیرید و موارد زیر را کاملاً توضیح داده و انجام دهید .          1
fالف ) نمودار        x   را به کمکy x3  . رسم کنید . مراحل را توضیح دهید 

fب ) نشان دهید          x  ضابطه ي  و وارون پذیر استf x1 . را به دست آورید  

/2 5 

٤ 
gاگر  , , , , , , , , f , , , , ,1 5 2 1 3 3 1 2 3 4 1, , , , ,, , , , , , f 1, , , , ,, , ,, , , , , , f, ,  آنگاه :  ,

 را به دست آورید .  gofب ) دامنه                                                      را تعیین کنید .  fogالف ) تابع    
١ 

xyدامنه تابع  ٥ tan 1/ رسم کنید  .  ,را تعیین کنید و نمودار آن را در بازه   2 5 

٦ 

fبا دقت درنمودار داده شده  تابع مربوط با ضابطه  x asinbx c   یاf x acosbx c  می باشد .  با تشخیص مقادیر
                               و دوره تناوب ضابطه ي آن را تعیین کنید .                                                                                       ماکزیمم و مینیمم 

                                                                                                                           

/1 5 

sinxجواب هاي عمومی معادله مثلثاتی  ٧ cos x2  1/                                                                                                  . را تعیین کنید 5 
٨ cos15                                                                                                                . 1                                             را تعیین کنید  

٩ 

   دست آورید.هاي زیر را در صورت وجود به با استفاده از شکل حد

                                                                                                     

x

x

x x

lim f (x)

lim f (x)

limf (x) lim f (x)

1

1

1
mf(x)

 

 

1  

١٠ 

                                                                                                                                                                             .حدود زیر را تعیین کنید 

                                                                                   x x

x x

x x) lim ) lim tan x
x

x x x x)lim ) lim
x x x x

2

21
2 4

2

2 21

21 2 24 1

2 1 2 3 23 4 5 1

   2  

١١ 

 .درستی و نادرستی موارد زیر را تعیین کنید 

) تابعالف 
x

y 1
 .صعودي است  همواره تابعی  3

x تابع ب )   
/y log 4

x
   .استنزولی همواره تابعی   4/

fپ) در تابع     kx  اگرk 1k fتابع گوییم نمودار باشد می  1 x .انبساط افقی  یافته است 

75/ 75/ 
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fمعادله خط مماس بر منحنی  ١٢ x x x2 1 x   را در نقطه يA
f
2

1 واقع بر نمودار آن را بنویسید .                          2 5/  

١٣ 

fبراي تابع  x   :در شکل زیر داریمf 53 fو   3 3  . را بیابید  Cو    Bو  A. با توجه به شکل مختصات  15

                                                                                                                                                                            
 

1 5/  

١٤ 

 . جاهاي خالی را با عبارات مناسب  پر کنید 
xالف ) تابع        

/f x log 5 2x
/5  صعودي ....................   2

)ب  ) مجموعه          , )5 4 x نقطه  ..........................یک ...........  32  می باشد .  3

fج  ) براي رسم تابع          kx   کافی است طول نقاط نمودار تابعf x  .......  ضرب کنیم .....را در .............. 

tanنامساوي   2د )  در بازه            sin  ............. است ........... 

١ 

١٥ 

cosاگر )  1 x 5
cosباشد ،   13 x2  کدام است ؟ 

   1  (119
169                                2  (119

169                                3  (119
144                                     4  (119

144  

حاصل )  2
x

xlim

x

2
13

1 6
 کدام است ؟  

    1  (                                2  (                                  3  (1
2                                       4  (2  

 ) کدام تابع زیر اکیداً نزولی است  ؟ 3
      1  (f x x                  2  (f x x x                    3  (f x x x                    4  (f x x  

 

f) در تابع  4 x x x2 fحاصل   2 f1  کدام است  ؟   32

     1  (9
4                                 2  (7

4                                      3 ( 7
4                                               4  (1

4  
 

١ 

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                 
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 58 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 نمره آزمون اول تشریحیپاسخ نامه  ردیف

١ 

  
 .نزولیه  1,ثابته و در بازه ي  1,1,در بازه .   صعودیه  ,در بازه ي 

 
 
 
 

 

٢ 

 f g fog f
xD x , , D R D x Dg g(x) D x R x ,

x
3 2 2 2 1 11 2 11 3 3 3 2

2
3 

 
 
 
 
 

 

٣ 

 
 
 
 
 
 

                                            
 

                    f (x ) f (x ) x x (x ) (x ) (x ) (x ) x x
x x

3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 1 1 1 1 1 1      

                  y (x ) (x ) ( y) x y x y f (x) x3 3 1 33 31 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

 

٤ 
       

f g

f g
gof

f g

D
1 2
3 4

1 5f 1
ب                    (   

g f

g f

g f

g f

fog , , , , ,

1 5
1 1 2 2 3 4

2 1 2
3 3 4

g f 1
, , ,, (الف   ,,

 
                                  

 

٥ 
                                                                                      

f

xsinx xy tan , cos cos k , x k
xcos

D R ( k )

2 2 42 2 2
2

4

cos kkk 

 

 

٦ 

  . است کسینوس فرم به تابع ، نمودار شکل به توجه با   
 

max min max min

f (x) acosbx c max , min , T
b

y y y y xa , c , b a , b y cos

25 1 4

5 1 1 12 3 2 2 32 2 2 2 2 2

 
 

٧ 
sin x x k

cos x sin x sin x sin x sin x sin x
sin x x k , x k

2
1 2 22 1 2 2 1 1 2 22 6 6

  

 

 ت ن
 

ت نن 
    
- + -  

 

 راست  سمت به  نمودار واحدي  1انتقال 

  

قر                                             ها   قرینه نسبت به محور     ها   نمودار در امتداد محور واحدي  1انتقال 

 

  

تتتتت ثابت
 

   

xtanتابع   یک تابع کسریه باید ریشه هاي مخرج اونو حساب کنیم  2
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٨ 

cos cos x cos xcos x cos x cos x cos x cos x
cos cos x

( )cos xcos x cos

2 2 215 1 21 2 2 2 1 23 2 2
311 2 2 32152 2 4

x2cos
  

٩ 
x

x

x x

lim f(x)

lim f(x)

limf(x) lim f(x)

1

1

1

1
2

4 2 6mf(x)

  

١٠ 

x x

x

xx

sin xlim tan x lim
cos x

) lim tan x
sin xlim tan x lim
cos x

4 4

4

44

2 12 2
2 2 2 12 2

                  
x x

x ( x )x x) lim lim
x

2

21 1
2 2

2 121 4 1 ( x )2 1 x

1
12

2 42 1 

x x

x x x) lim lim
x x x

2 2

2 2
2 3 2 24 25 1            

x x

x x xx x x x)lim lim
x x x x

2

21 1

2 1 12 1 2 13
2 1

x

x (x )

2 1
1 (x x )2 1

  

 

                                                                    ج )  درست                         درست                      ب  )                       نادرست                     الف )         ١١

١٢                                                                    A f x x f y x
f

f
2

2 1 2 6 16 6 22 16    

١٣ 

CAB

C B

M L f y x y x

y , y

5 5 53 15 3 13 3 3
5 4 5 52 1 4 13 3 3 3

5 5
B

4 4 1B3 3 3B
5 54 1By

 

A B C
4 23
5 415 3 3

C 4C   

 

)    ج             )  همسایگی محذوف              ب          الف )  نیست                                       ١٤
k
  ) نادرست د                                1

١٥ 

  1) گزینه  4                         4) گزینه  3                                    3گزینه )  2                                                2گزینه )   1    

                                                                                                                           
x

) cos x cos x

x) lim

x

)f x x

2
2

2

5 5 1191 2 2 1 2 1 113 169 169
1 13 3 3 12 1 1 6 26 6

3

111

1
6 2 

 
) f x x x f

f f f

22

2

4 2 3 3 2 3 3 2 1

1 1 1 1 1 93 1 2 22 2 2 2 4 4
  

 

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      
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 60 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 دقیقه 120امتحان: مدت  1تعداد صفحه: رشته: تجربی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:
kimia@              مطابق با امتحانات ترم اول              :   2 آزمون                                          1398 سال دانش آموزان کشور  mahan   

 نمره سوالات ردیف

١ 

 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را تعیین کنید  ؟
fالف ) تابع       x x x2   . اکیداً صعودي است  3,روي بازه ي   3
yب ) تابع       x2 yبالاتر از تابع  1,1,روي بازه ي    1 x3  قرار دارد .   1
fباقیمانده ي تقسیم   ج )      x x x x5 32 3 2 xبر   4  برابرصفر است.  1

 در هربازه اي که در آن تعریف شده باشد صعودي است .   tanxد ) تابع       

١ 

٢ 
Aي اگر نقطه 

5
yاي روي نمودار تابع نقطه 3 f(x) ي باشد، نقطهA  نظیر آن روي تابعg(x) f(x )3 2 مختصات  باشد.می 1

A .را به دست آورید 
١ 

٣ 
fنزولی است و    در   fتابع الف )  x f x3 1  را تعیین کنید .  xحدود   2

fرا طوري تعیین کنید که تابع   mحدود ب )     x m x x26   1 صعودي باشد .  2,در بازه ي 5/

٤ 

fاگر ورودي  x x   .باشد، خروجی ماشین زیر را تعیین کنید. در هر مرحله شکل مربوطه را رسم کنید 
 
 
 

1 5/

xg(x)توابع  ٥ , f (x) x
x

7 2  ١ را به دست آورید. fogمفروضند. بدون تشکیل ضابطه دامنه تعریف  52

٦ 

fدر تقسیم  x x x23 5 xبرعبارت    2 fمراحل زیر را تکمیل کنید آیا   2 x   برx  بخش پذیر است  ؟ چرا ؟   2

                                                                                                                                          
x x x

x x ...x .....

x
x

R ......

2

2
3 5 2 2

3 6
2

2

 
١ 

fاگر  ٧ (x) x a  وg(x) ax bx c2  ،باشدa , b , c :را طوري تعیین کنید که داشته باشیم    fog (x) x x2 3 4 ١ 

yتابع  ٨ sin x1   . ٢ را با پیدا کردن مقادیر ماکسیمم و مینیمم و دوره تناوب آن در یک دوره تناوب رسم کنید 
cos                                                                                        .  زیر را بدست آوریدادله مثلثاتی جواب هاي کلی مع ٩ x sinx1 2 2 2    ٢ 

tanاگر  ١٠ sin x2 3 13 cosباشد ، مقدار    2 x2                                                                                      .  1 را به دست آورید 5/

١١ 

 .حاصل حدود زیر را به دست آورید 

                                                                               
x x

x

x x xlim lim tanx lim
xx x

2 3

3 8
2

3 2 1 2
2 165 3 ٢ 

fاگر تابع  ١٢ x x ax2   در نقطه يx yبر خط   2 x3 1 را بدست آورید .  aمماس باشد ، مقدار   1 5/

yمشتق تابع  ١٣ x2 xرا در نقطه   1 1                                    را با استفاده از تعریف مشتق به دست آورید .                                1 5/

١٤ 

 با توجه به شکل مقابل حاصل حدود زیر را به دست آورید . 

                                                                                                                
x

x

x

lim f x

lim f x

lim f x

2

m f x 1 5/  
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 نمره آزمون دوم تشریحیپاسخ نامه  ردیف

١ 

bxچون راس سهمی   الف )  نادرست     
a

3
2  و بعد اون تابع صعودیه    2

 
3ب )  درست چون  :             21if x , x x,1  
1چون :                    ج )  نادرست          7f           

1چون : در بازه اي که تعریف شده باشه و مجانب قائم نداشته باشه همیشه داریم :          د ) درست         2 1 2x x tanx tanx  

 

٢ 

5واحد به سمت راست ببریم  :  2طول نقطه داده شده را باید  5 2 3x x    برابر کنیم و یک  3عرض نقطه را باید
3. واحد بهش اضافه کنیم  3 3 1 1y y           : در کل یعنی 

 
x b

if A x ,y f x A g x kf ax b ka
k y k

A , f x A g x f x
5 2 35 3 3 2 11

3 3 1 10

b
,y f

k
 

 

 

٣ 

        نزولیه پس باید  : fگفته تابعالف ) 

                         f if x x f x f x f x f x x x x1 2 2 1
33 1 2 2 3 1 4if   

 

 صعودي باشه باید :   2,ب ) براي اینکه تابع تو بازه  
 

bf x m x x a m , m m m
a m

2 1 25 256 6 1 2 2 62 2 6 4 4
b, m m mb 1 25 25, m, 2 2 6 4 4a m

 

 

 

٤ 

 دو واحد میره به سمت راست.     دو واحد کشیدگی عرضی داره.      .ها قرینه میشهxشکل نسبت به محور             
 
 
 
 

 

٥ 
                                                                                                           

2 5 5 5 2

7 4 3 32 5 22 2 4

f g

fog g

f x x D , , D R

x xD x x D R ,
x x

fDf

3 24 ,3
 

 

 

٦ 

x x x

x x x

x
x

R

2

2
3 5 2 2

3 6 3 1
2

2
4

 

 

٧ 

a
f g x ax bx c a x x b

c a c

2 2
1

3 4 3
4 3

 

 
 

 

 

 ت ن
   

تتتتتت ن
    
- + -  

     
 

 

  رو میگذاریم  gداریم به جاش ضابطه ي   xهر جا   fیعنی در تابع 



 

         به سبک روحانی                                                 3ریاضی    

 62 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

٨ 

y sin x sin x a , b , c , T

sin x sin x sin x

21 1 1 1 2
1 1 1 1 1 2i1 sin

 

 
 
 
 
 
 
 

 

٩ 

cos x sin x cos x sin x sin x sin x sin x sin x sin x sin x

sin x , sin x sin x k

2 2 2 21 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 4

2 1 22 2
 

 

 

١٠ tg sin( x) ( )( cosx) cosx cos x cos x cos x ( )2 22 3 3 31 3 1 2 2 1 2 2 13 2 3 3   

١١ 

                                                                               
x x x

x x xlim lim lim
xx x x

2 2

3 3
3 2 1 3 3 3

5 3   

                                                                                               
x x

sinxlim tanx lim
cosx

2 2

1   

                                                          
33 2 33

38 8 82 3

2 2 4 82
2 16 2 8 2 4x x x

x x x xxlim lim lim
x x x x

lim
8 28

limlim
2 8x

1
2412

 

 

١٢ 
 عرض خط مماس و عرض تابع برابر است . ، تابع در نقطه ي تماس خط مماس  بر منحنی    

  f a a2 12 2 2 3 2 1 5 2                                                                                                      

١٣ x

x

x

x x
lim fx x

f lim
x x x

lim f
x

2
1

1
1

1 1 2 11 11 1 1 1 2 11

x
lim

1    

١٤ 

x

x

x

lim f x

lim f x

lim f x

2

1 2m f x   

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      
 

 

 

 

 

 

 

 بگذاریم و مساوي هم قرار بدیم x : 2یعنی باید در معادله تابع و خط مماس بجاي 

cمیشه و دیگري  1چون مجموع ضرائب معادله صفره ، یکی از جواب ها  قابل قبول نیست 
a
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 دقیقه 120مدت امتحان:  2تعداد صفحه: رشته: تجربی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:

kimia@  مطابق با امتحانات نهایی خرداد ماه آزمون سوم                          1398ماه سال  خردادنوبت دانش آموزان در  mahan   
 نمره سوالات ردیف

١ 

                             جاهاي خالی را پر کنید.                                                                                                       
fدر تابع الف )     x x ax x3 2 fداریم    1 2  برابراست با ..............  aباشد ، مقدار   3
xب ) تابع     

/f x log 4 2x
/4  در دامنه خود  صعودي ....................  2

 .گویندتابع ...................... می را باشد نزولی فقط یا صعودي فقط که تابعیج  )     
fد )براي رسم تابع      kx   کافی است طول نقاط نمودار تابعf x  . را در  ..................... ضرب می کنیم 
 

١ 

٢ 

fنمودار تابع  x   نمودار تابع  . شکل مقابل استg x f x2  را با توجه به آن رسم کنید و دامنه وبرد آن را تعیین نمایید .  1
 
 
 

١ 

gاگر ٣ x x , f x x22 1  ١ را به دست آورید .  gofآنگاه دامنه تابع   1

sinمعادله مثلثاتی :  ٤ x sinx22 3 1 را  حل کنید.     1 5/ 

٥ 

 حدود زیر را تعیین کنید .

                                                           
x xx

x x x x x)lim ) lim ) lim
xx x

2 23

3 38
8 2 2 31 2 3 42 8 1

 

 

٢ 

٦ 

 مشتق توابع زیر را به دست آورید ( ساده کردن الزامی نیست ) 

                            x xf x x x g x h x
xx

3
3

2
9 2 3 13 2 7 5 

1 5/ 

٧ 

تابع 
x x

f x x x
x x

2
5 4

3
6 3

x   مفروض است .  3

 را رسم کنید  .  f) نمودار  ب                      الف ) نمودار تابع را رسم کنید .
x) نشان دهید تابع در د                    ) ضابطه تابع مشتق را بنویسید . ج   , x 3, x   مشتق ناپذیر است .  3
 

٢ 

٨ 

fبا توجه به شکل تابع  x .  و نقاط روي آن به سوالات زیر پاسخ دهید 
                                                    الف ) طول نقاط اکسترمم نسبی تابع اند . 

 است . ماکسیمم مطلق تابع  ب ) طول نقاطی که   
 پ ) طول نقاطی که  تابع  بحرانی است ولی اکسترمم نسبی نیست   .     

      
 

0 75/

٩ 
fدر تابع x x x3 3 ابتدا نقاط بحرانی تابع را بدست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع, نقاط ماکزیمم نسبی و  2

1 .منیمم نسبی آن را در صورت وجود بدست آورید  5/ 

xfمینیمم مطلق تابع با ضابطه ي ماکسیمم و مقدار  ١٠ x
x

2 1
1,در بازه ي   16 1 را به دست آورید .  4 5/ 

 ١  را محاسبه کنید . است . کم ترین مقدار ممکن براي مجموع آن ها   8حاصل ضرب دو عدد مثبت برابر  ١١

١٢ 
Fکانون هاي یک بیضی  , , F ,1 3 1 aمی باشند اگر   5 باشد مختصات مرکز و مقادیر قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی   6

 ١ . را به دست آورید

 
 

 
 

   
 

 

 



 

         به سبک روحانی                                                 3ریاضی    

 64 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

1,معادله دایره اي را بنویسید که مرکز آن نقطه ي  ١٣ xو بر خط   1 y3 2  ١ مماس باشد .   42

xدو دایره به معادلات  b به ازاي کدام مقدار  ١٤ y y b , x y x y2 2 2 24 2 2, x y x y2 2, x y xxx y  ١ مماس داخل اند ؟ 
 ١ . احتمال آن که عدد آمده اول باشد کدام ا ست .   است  3بدانیم عدد آمده بزرگتر از  اگرتاسی را پرتاب میکنیم  ١٥

١٦ 
مهره آبی است از جعبه اول به  8مهره سبز و  6مهر آبی و جعبه دوم شامل  5مهره سبز و   7شامل   دو جعبه یکسان داریم جعبه اول

تصادف یک مهره انتخاب می کنیم و در جعبه دوم قرار می دهیم سپس از جعبه دوم یک مهر بر می داریم به چه احتمالی این مهره سبز 
 است  ؟

1 5/ 

١٧ 
 خالی را با عبارات مناسب پر کنید .جا هاي 

 شکل حاصل از دوران یک ربع دایره حول شعاع عمود بر قطر آن یک .............................  است . – 1 
 شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول یکی از  اضلاع قائمه ............................است . - 2 

١ 

 
جمع                                                                                موفق باشید                                                                                                     

 ٢٠ بارم

 

  

 

 نمره آزمون سوم  تشریحیپاسخ نامه  ردیف

١ 

xf                                                                                             الف ) x ax f x a a2
2

93 2 1 6 2 3 2  
aنزولی اکید است :  چون پایه لگاریتم :   نیست . بلکه ب ) / 4 1a / 4 1    

                   یکنوا ج ) 

د ) 
k
1  

 

٢ 

 
 
 
 
 
 
 

 

٣ f g gof f gD , , D R D x x D ,f x D x x , , x R ,1 1 1 1  

 
 

٤ 

             
                        

x k
sin x sin x sin x sin x k , sin x sin

x k

2
21 62 3 1 1 22 2 2 6 2 6

s
 

٥ 

x x x

x xx x ( x x )x x)lim lim lim
x ( x )( x x )

3 2 32

3 33 2 38 8 8

88 2 481
2 2 2 4

x x
lim

( x
lim

38x x(3
lim

( x x )

(x )

3 2 32 4
8

96
1 

x xx

xx x) lim lim lim
x x

33 3

33
22

8 1 8 x32
1
2 

                                                                                               
x x x

x x x) lim lim lim x
x x

2 22 3 23 24 

 

 

 
 

  

 
 

 
   

 

  

cمیشه و دیگري  1چون مجموع ضرائب معادله صفره ، یکی از جواب ها 
a

  

1هاي روي شکل رو در  xاست تمام    x  ،  2چون ضریب 
ضرب می کنیم شکل منقبض   2

  میشه  ولی بردش تغییر نمیکنه 

 واحد میاریم پایین  1حالا کل شکل رو 
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٦                                                                                                      

f x (x ) x x
x

x x
xg x
x

x x xxh x
x x

3 2

2

22

2 22

3 7 3 3 2
2 3 2

19 9 22

3 5 2 3 13 13 5 5

  

٧ 

  
 
 
 

  
x x x

f x x x f x f x x x
x x x

2
5 4 5

3 2 3
6 3 1 3

x f x f x x x2 3x x3 f x f x  

xناپیوسته و در نتیجه مشتق ناپذیر است و در نقطه ي   xتابع در  زاویه دار است بطوریکه  :     3
f

f

3 6
3  در نتیجه مشتق ناپذیر است .   1

 

٨ 
          مینیمم نسبی است   fماکسیمم نسبی و   bالف )  
                . نقطه اي که در آن بیشترین مقدار تابع قابل تعیین باشد وجود ندارد .  ب )  ندارد  
 بحرانی است چون زاویه دارد ولی نه ماکسیمم و نه مینیمم نسبی است .     e پ )  

 

٩ 

                                                                                                    f x x x f x x x3 23 2 3 3 1x 
 
 
 
 
 

   x 
   f x 

 

١٠ 

f
x xD R , f x f x

x x

3

2 2
1 8 28 8

x, f x f xx
x x2 2f

x
1 8xff x3

28           

                           
 
 
 

4 2 1 x 
5
4  3

4 17
16 f x 

 

١١ 
2

2
2

2

8 8 88 1

8 88 2 2 2 2 2 2
2 2min

x ,y xy y , f x y f x f
x x x

x x x f f
x

2
8 8 81xy y , f x y f x f8 888
x x x

2 8 2 2x x22 8 2 2
  

١٢ 

Fچون طول هاي  بیضیمون قائم است  , F   و داریم :  ثابتند       

                                     

F FO , FF c ( ) ( ) c

cb a b BB b , e
a

2 2

2 2

1 1 12 2 1 1 3 5 8 43 52 12
4 236 16 2 5 2 4 5 6 3

 

 

 

 
 

 
 

  

 

 

 

  

 طول مینیمم نسبی -1 طول ماکسیمم نسبی 1

 1 1
     

 نقاط بحرانی

 نقطه  بحرانی

 ماکسیمم  مطلق  مینیمم مطلق 



 

         به سبک روحانی                                                 3ریاضی    

 66 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

١٣ 
                                                                     R x y2 2

2
2

3 1 2 1 42 3 1 1 9
3 22

 

 

 

١٤ 
   

o R , o , R b b ,d , R R d

b b b b

2 2
1 1 2 2 2 1

1 1 14 4 2 16 4 4 1 1 2 21 22 2
4 2 2 4 2 2 4 8 4

RRR
  

 

 

١٥ 

Sدر پرتاب یک تاس فضاي نمونه اي  , , , , ,1 2 3 4 5 است را  اول رخ داده اگر پیشامد عدد بر زمین نشسته   3است می دانیم عدد بر زمین نشسته بزرگ تر از   6
A  بنامیم و پیشامدي که رخ داده راB  در نظر بگیریم ، احتمال شرطیA  به شرط وقوعB  : برابر است با 

                                                                 14 5 6 2 3 5 5 3
n A B

B , , , A , , , A B P A B
n B

1B
B 5 

 

١٦ 

pپاسخ مهره انتخاب شده از جعبه اول یا سبز است با احتمال  g 7
pویا آبی با احتمال   12 b 5

نشان  Aاز طرفی پیشامد انتخاب مهره سبز از جعبه دوم را با   12

pمی دهیم و داریم  A g 7
pو   15 A b 6

                                                      است با :در این صورت احتمال آن که مهره خارج شده سبز باشد برابر   15

                                                                                                             p A p g p A g p b p A b 7 7 5 6
12 15 12 15 

 

 

١٧ 
                    

 ) مخروط  2نیم کره                                                                 )  1                 
 

 

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      
 

 باید بودن براي مماس داخل 

 اول شعاع رو حساب می کنیم که همون فاصله مرکز از خط مماسه 
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 67  3دیدار با سوالات امتحان نهایی ریاضی 

 دقیقه 120مدت امتحان:  2صفحه: تعداد رشته: تجربی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:

kimia@: آزمون چهارم                                                                         1398ماه سال  خردادنوبت دانش آموزان سراسر کشور در  mahan   
 نمره سوالات ردیف

١ 

 در جاي خالی عبارات مناسب قرار دهید  .
fالف ) وارون تابع:    x x , x21  ............... می باشد .............تابع ......  1

                 1  (f x x1 1                          2  (f x x1 1  

xyب ) دوره تناوب تابع   cos3  . است .……………برابر    28

fج) اگر بتوان مقادیر  x   نزدیک  2به قدر کافی به    2را با مقادیر بزرگتر از  را از هر عدد مثبت دلخواه بزرگتر کرد به شرط انکه
 ..............اختیار کنیم در اینصورت می گوییم ......................

75/ 75/ 

yتابع   ٢ x x2   در بازه,a   نزولی است حداکثر مقدارa  . را به دست آورید 
 

75/ 75/ 

٣ 
                                یکی از معادلات زیر را حل کنید وجواب هاي عمومی آن معادله را تعیین نمایید .         

                                                                                                                                        
) cos x sinx cos
) cosx cosx

1 2 1
2 2 9 1 5/ 

٤ 

                              حدود زیر را تعیین کنید .                                                                                                     

                                                                                         
x

x

xx

x x x) lim )lim
x xx

x x) lim tan x ) lim
x x

2 211
2

3

3
4

4 1 2 11 2
2 1

2 3 73 2 4 3 5 2

   ٢ 

٥ 

                                                                                مشتق توابع زیر را بدست آورید.(ساده کردن الزامی نیست)

                                                     x xf x , g x x x , h x
x x

52 2
3 41 3 23 1 3 1 

1 5/ 

٦ 
gمعادله حرکت متحرکی  t t t21 3  می باشد .  12

 را تعیین کنید .  4,4,) تغییرات متوسط این متحرك در فاصله زمانی  1     
t) آهنگ تغییر آنی متحرك را در  2      بیابید .  7

1 25/

fاگر  ٧ x
x

1
 باشد تابع مشتق ، و دامنه آن را به دست آورید .  1

                                                                                                                                              
0 75/

fماکزیمم ، مینیمم مطلق تابع با ضابطه ي  ٨ x x x21 12 94 1,را دربازه   2 1 را محاسبه کنید .   8 75/

٩ 

 ماکزیمم مساحت ناحیه سایه خورده کدام است . 
 
 
 
 

1 5/ 

١٠ 
B) نقاط  16 , , B ,1 4 7 باشد ، مختصات دو سر قطر اصلی   4دو سر قطر کوچک یک بیضی اند . اگر فاصله کانونی بیضی   4

1 کانون ها و خروج از مرکز بیضی را به دست آورید . 75/

xوضعیت خط  ١١ y xنسبت به دایره   3 y y2 2 2  را مشخص کنید .   3
 

١ 
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دو دایره به معادلات  :   ١٢
2 2

2 2
2 6 6

2 1 3
x y x y

x y
1 نسبت به هم چه وضعی دارند ؟   25/

0 را حول قطر بزرگ آن دوران دهیم حجم شکل حاصل را محاسبه کنید .   6و   10اگر یک لوزي با قطر هاي  ١٣ 75/

١٤ 

 کارمندان اداره اي مطابق جدول زیر توزیع شده اند احتمال آن که کارمند مردي تحصیلات دانشگاهی داشته باشد چقدر ا ست ؟ 
 
 
 
 

  زن مرد
 تحصیلات دانشگاهی 15 25
 تحصیلات کمتر ازدانشگاهی 75 95

١ 

١٥ 
مهره وجود دارد که تمام آنها  10قرمز است و در جعبه دوم تاي آنها  4مهره قرار دارد که  12سه جعبه یکسان داریم، در اولین جعبه 

تاي آنها قرمز است. به تصادف یکی از جعبه ها را انتخاب کرده و از آن یک مهره بیرون می  6مهره قرار دارد که  8قرمزند و در جعبه سوم 
 آوریم. احتمال اینکه مهره انتخابی قرمز باشد را پیدا کنید.

1 5/ 

 
جمع                                                                                موفق باشید                                                                                                     

 ٢٠ بارم

 

 

 

 

 نمره پاسخ نامه  ردیف

١ 

y       1گزینه    الف  )  x , x y x y x x y f x x2 11 1 1 1 1 1 

xy                                                                                                   16  ب )      cos , T
b

2 23 2 168
8

 

                          ج )                                                                                                                             
x
lim f x

2
 

 

٢ 

x x
y x x

x x

3
2

3  

 
 صفراست    aحداکثر مقدار نزولی است بنابراین  ,مطابق شکل تابع در بازه                                          

 

٣ 

kx
) cos cos x sin x cos x sin x cos( x) x k ( x)

x k

) cosx cos x cos x x k , cos x cos x

2
3 61 1 2 1 1 2 2 22 2 2 2

92 2 9 2 2 92 2cos x x k , cos x cos x 9cos x x k , cos xk , cos xk 2 2,

  

٤ 

x x x

x x x x x x (x )) lim lim lim
x(x )( ) x(x )( )x xx x

2 2
21 1 1

2 1 2 1 2 1 12 1 2 1 22 1                 
x

x) lim
x 21

2

4 1 31
2 1

     

             
x x

x x x) lim lim
x x x

3 3
3 3

2 3 7 2 24 33 5 2 3
                                            

x

x
x

lim tan x

) lim tan x
lim tan x

4

4
4

2

3 2 2   

 

   

 غ  ق  ق 
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٥                                                                                                                                        

x x xxf x
x x

g x x
x

x x x
h x

x

4 22

2

2

2

2

2 3 1 3
5 3 1 3 1

33
2 3 2

2 3 1 3 4
3 1

  

٦  
g g

) , ) g x t g
4 3 11 1 2 3 7 7 3 44 4

3   

٧ ff x f x D R
x x 2

1 1 11 1
  

٨ 

                                                                    
x x xf x x x f x

x x

x x x x x

2
2

2 2

2 2 2

1 1 1 1 2 2 92 94 2 4 2 2 9 4 9
2 9 4 9 34

 

                                                                                              
 
     
 
 

 

٩ 

         . را می نویسیم Bو   Aاول معادله خط گذرا از 
  

ABL : y x y x

S x y x x x x S x x x
S

2

4

8 8 88
8 8 2 8 4

16 32 16

x8
8

8 xx

x     
 

١٠ 
B , , B , o BB b b

cFF c a e
a

2 2

2 2

1 7 321 4 7 4 2 7 1 4 4 8 44 4 42
2 14 2 2 4 2 5

2 5 5

  

x   متقاطع اند  ١١ y y O , R , OH R OH2 2
2 2
1 3122 3 4 12 2 22 2 1 112

1 3
OO  

                                  هستند  متخارج   ١٢
1 1 2 1

2 2
1 2 1 2

1 21 4 36 24 2 33 12
2 1 1 3 25 5 2 3 5

o R , o , R

o o d R R d

1
3  

V                خواهیم داشت در نتیجه  :                    3و شعاع   5دو مخروط هم قاعده به ارتفاع  ١٣ r h 222 2 3 5 33 3    

١۴ 

 Bپیشامد مرد بودن شخص مورد نظر  :                      Aپیشامد دارا بودن تحصیلات دانشگاهی : 

                                                                                                                                            n A B
P A B

n B
25 25

25 95 12
B  

 
 

 

١۵ p j p g j p j p g j p j p g j1 1 2 2 3 3
1 4 1 1 1 6 25
3 12 3 1 3 8 36

1 6
3 8    

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      

 یمممین یممزماک

8 3 1 x 
73
2  8 3 3

4
2 1 7

4
7f x 

 u u v v u
v v2  uv u v v u

 u v u v n m
n n m

muu
n u

 

 

 قائمبیضیمون 



به سبک روحانی  3ریاضی 

) تجربی3ریاضی ( مولف و مدرس: مهندس روحانی70

دقیقه 120امتحان: مدت 2تعداد صفحه:رشته: تجربیامتحان درس:سوالات 
ساعت شروع:تاریخ امتحان:دوره دوم متوسطهنام و نام خانوادگی:

kimia@:  آزمون پنجم    1398ماه سال  خردادنوبت دانش آموزان سراسر کشور در  mahan
نمرهسوالاتردیف

xgاگر  ١ x x , f x3 24
11باشد مقادیر8 12 6 1 5) f of , ) fog    . ١ را تعیین کنید

٢

yنمودار تابع معین  f(x)  در شکل رو به رو  داده شده ا ست نمودار تابعy f x1 122 را رسم کنید و مراحل راتوضیح2

١دهید  . 

٣

fنمودار تابع  x b x a c3 به صورت مقابل است مقادیرc, b,a . را به دست آورید

١

sin:  ي مثلثاتیجواب کلی معادله ٤ x cosx22 1، کدام است؟ 3 5/

٥

حدود زیر را محاسبه کنید

x xx

xx x x) lim ) lim )lim
xx x x x

3

3 2 212 1
4

2 381 2 34 14 6 8 2
1 5/

٦ 
yشیب خط مماس بر تابع x x2 1 x را در نقطه اي به طولx  ) واقع برمنحنی تابع با استفاده از تعریف مشتق ( محاسبه حد3

١به دست بیاورید و معادله خط مماس بر تابع را دراین نقطه بنویسید .   

٧

یرید ( ساده کردن الزامی نیست  )مشتق توابع زیر را  بگ

x xf x g x h x
x xx x

42

2
123 1 32 1

1 5/

٨
fبا توجه به شکل تابع  x  .  و نقاط روي آن به سوالات زیر پاسخ دهید

 الف ) طول نقاطی که  مشتق صفر است  .
ب ) طول نقاطی مقدار مشتق آن منفی است .

  .پ ) طول نقاطی که مشتق وجود ندارد 

75/ 75/

٩
fتابع x x7 مدت زمان پس از xماهگی نشان می دهد که در آن  60قد متوسط کودکان را بر حسب سانتیمتر تا حدود   5
xو آهنگ لحظه اي در   25,25,ولد بر حسب ماه است،آهنگ متوسط رشد در بازه زمانی ت را محاسبه کنید .  16

١

١٠
fتابع  x x x x3 21 5 63 مفروض است2

1,الف ) این تابع در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولی است .        ب)  ماکزیمم و می نیمم مطلق آن را در بازه  را تعیین کنید  4
1 75/

١١
سانتی متر مکعب بسازیم . شعاع قاعده استوانه را چقدر انتخاب کنیم تا فلز به کار  24می خواهیم یک استوانه فلزي در باز با حجم 

1رفته در   ساخت استوانه کم ترین  مقدار ممکن شود . 5/

1,به مرکز  Cدایره  ١٢ 2به معادله  'Cو دایره  3و شعاع   2 2 2 6 6x y x y .١ نسبت به هم چگونه هستند

xمعادله دایره اي را بنویسید که با دایره  ١٣ y x y2 2 4 yهم مرکز بوده و بر خط   8 x2 3 ١ مماس باشد .  1

Aخروج از مرکز بیضی که  ١٤
1

Bراس کانونی  و  2
3 ١کدام است ؟، راس غیر کانونی آن باشد  

١٥
سپس کارت دوم را خارج می کنیمبدون جاي گذاري  . کارت سبز یکسان به تصادف یک کارت بیرون می آوریم 4ازبین سه کارت سفید و 

١ با کدام احتمال هر دو کارت همرنگ هستند .
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١٦ 
مهره آبی داریم . تاسی را پرتاب می کنیم اگر عدد رو شده مضرب  5مهره قرمز و   4 مهر آبی و در کیسه دوم 3مهره قرمز و  5در کیسه اي 

1مهره بر می داریم احتمال آنکه دو مهر همرنگ نباشند را محاسبه کنید . 2نباشد از کیسه دوم  3باشد از کیسه اول دومهره و اگر مضرب   3 5/ 

١٧ 

 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید . 
yالف ) نمودار تابع   x x x3 26 12 yرا می توان با ......................... واحد انتقال نمودار   8 x3   به سمت .................. رسم کرد
. 
fب ) براي آن که تابع   x mx n  در تمام دامنه اش هم صعودي و هم نزولی باشد مقدارm  .  باید برابر ...................... باشد 

 اگر دوره تناوب تابع ج )  
my cos( x )13 3برابر  13

 برابر است با  ......................  m  باشد مقدار  2

mxد ) اگر 

ax x xlim
x x

4 2

3
5 2 1

32 7 aمقادیر   6 , m  و .................. می باشند از راست به چپ :  به ترتیب ................ 

١ 

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      
 
   

     

 نمره  تشریحی آزمون پنجم  پاسخ نامه ردیف

١                         

xg x x g x x , f x f x x

y f g x f x x y x x y fog x

) fog x x fog

) f of f f f f

3 1 3 1

13 3 3 33

1 13 3 3

1 1 1 1 1 1

24 8 248
1 13 3 8 3 8 248 8

1 8 24 5 8 5 24 64 4

2 6 6 8 6 24 72 8 72 24 6

  

٢ 

 
 
 
 

                                                                                                                                               
   y f x1 122 2            y f x1 22                y f x2                   y f x2                           y f x      

 

 

٣ 

yبا توجه به نمودار تابع  x3   1در  3باید عبارت درجهx    . صفر شود و مختصات نقاط معلوم تابع باید در آن صدق کند  
3 3

1
1 1 1 4 41 1 1 3 4 3 1x

f b c c
x a a a

f b c b b1 3b 1 3  
 

٤ 

sin x cos x cos x cos x cos x cos x

cos x cos x cos x k

2 2 22 3 2 1 3 2 3 2

23 9 16 3 5 1 2 2214 4 2 3 32

2 22 1 3 2 3 2cos x cos x cos x cos xcos x cos x cos xcos x cos x cosx cos x cocos x cos x

 
 

  
        

 
 

 

 غ ق ق 
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٥ 

3

3 22 2

281 4 6 8x x

xx) lim lim
x x

lim
2

limlim
2 2 4

2 2
x x

x 2

1 11
4 44

2

2 21 1 1

12 1
24 22 2

2 3 1 3 22 2 14 1 4

1
3 2 2

x xx

x x x

x x

x
) lim lim lim x

x

x x xx x x x x x)lim lim lim
x x x x x x

xlim x
2222lim 211 2lim

1
x

x
1
62x (x x)

  

٦ 
                                   h h h

h h

f h f h h h h hf lim lim lim
h h h

h hlim lim h
h

2 2

2

3 3 3 1 3 21 9 6 3 1 213

4 4 4

m lim lim
h h hh hh

h
m lim h

h
4 4

h3 h h1 21h

  

                                                                                                     fx
A L : y x

f
3 43 21 4 33 21 

 

٧ 

2

2 22

4 322 2

2

2

1 2 1 4 1
2 1 2 1

2 3 1 343 1 3 13 1
3

312 3 12 2 3

x x x xxf x f x
x x x x

x x xx xg x g x
x xx

x
h x h x

x
x

 
 

٨ 
dخط مماسش افقی میشه                                                                               ب )  چون    bالف )  , a     تابع در این نقاط  نزولیه 
fپ )   , h      : تابع در نقطه چون  f    ناپیوسته و مشتق ناپذیر و درh  یعنی مشتق ناپذیره  زاویه داره   

 
 

٩ 
f b f a f f ( ) ( ) , f x f

b a x
25 7 25 5 7 5 35 7 77 165 5 5 82

( ) ( )) ( ) 35) ( ) 7   

١٠ 

                                                                  f x x x x f x x x x , x3 2 21 5 6 5 6 2 33 2 x   

 
 
 

               

      x 
   f x 

   f x 

 

١١ 
r

V r h h , S rh r S r r r
rr r

S r r r
r

r h h , S rh r S r r r
rr r

r

rr

2 2 2 2
2 2

3 3
2

24 24 4824 2 2

48 2 24 2 3
  

 

 

١٢ 

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2 1 2

1 1 13 2 6 6 4 36 24 22 3 2

1 1 3 2 5 5

o , R , x y x y o , R

o o d R R d

  

 3 2
 

  

 1  4

 /5 3 /4 5 /4 6 /3 8
 مینیمم ماکسیمم

u u v v u
v v2 uv u v v u

u v u v
n m

n n m

muu
n u

 

 طح قاعده استوانهس طح جانبی استوانهس

اول از تابع مشتق گرفتیم بعد نقاط بحرانی رو حساب کردیم بعد 
وایی توجه به نقاط بحرانی تعیین علامت کردیم تا یکنمشتق رو با 

 تابع تعیین شود سپس مقادیر تابع را براي ابتدا و انتهاي بازه و
نقاط بحرانی به دست آوردیم بیشترین و کمترین مقدار تابع 

 تعیین می شود  .

 مماس خارجند   

 اول تکلیف قسمت براکتی رو تعیین کن 
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١٣ 

وریم که همون دایره داده شده تعیین می کنیم چون گفته هم مرکزند . بعد فاصله مرکز رو از خط مماس بدست می آروي اول مرکز دایره رو از 
 شعاع دایره است

O R x y2 2
2 2

4 2 2 4 3 2 1 132 13 2 4 138 133 242

 

                                                          

 

١۴ 

 با توجه به شکل مرکز و طول قطر هاي بیضی تعیین می شود . 
 

 است و روي قطر فرعی طول  yقشنگ دقت کن روي قطر اصلی بیضی افقی عرض همه نقاط 
 است . پس   xهمه نقاط با هم یکی و 

                     
O B O Ax x , y y O , OB b , OA a c a b c

ce
a

2 2 23 2 2 4 16 4 2 3

2 3 3
4 2

 

 

١۵ 

 یعنی هر دو کارت  سفید یا هر دو کارت سبز باید باشه 
 

                                         p 3 2 4 3 1 2 3
7 6 7 6 7 7 7  

 
 
 
 
 

 

١٦ 

3,یعنی   3مضارب  ,و غیر سه یعنی  6 , ,1 2 4  پس داریم  5

                                                                           P

5 3 5 4
1 1 1 12 4 2 15 4 2

8 96 6 6 28 6 36
2 2

  

 
 

 

١٧ 

y                                                                 : به سمت چپ  –  2الف )               x y x x x x33 3 22 6 12 8 
my   خطی افقی می شود که در تعریف صعودي و نزولی صدق می کند                        : ب ) صفر               mx n y ny  

T:                                                                                 5ج )                m m
m m

2 6 3 1 4 51 1 2
3

     

2,د )                m: چون جواب حد عدد ناصفر شده باید صورت و مخرج هم توان باشند پس      43  از طرفی 4

                                                                                              mx

ax x x ax alim a
x x x

4 2 4

3 4
5 2 1 2

2 3 32 7 6 2 
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 کارت اول 

 سبز

 سفید
 

 

 

 

 

 

 کارت دوم 

 کارت دوم 

  3احتمال مضارب غیر  3احتمال مضارب 

 احتمال همرنگ نباشد کیسه اول احتمال همرنگ نباشد کیسه دوم 
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 74 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 دقیقه 120امتحان: مدت  2تعداد صفحه: رشته: تجربی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:

kimia@   آزمون ششم :                                                        1398ماه سال  نوبت خرداددانش آموزان سراسر کشور در  mahan  
 نمره سوالات ردیف

١ 

  .خالی را با عبارت مناسب پر کنیدجاهاي 
yالف)تابع  x x21 ,بازه    در  1 a حداکثرمقدار .نزولی استa .است............... 

fباقی مانده ي تقسیم چند جمله اي      ب ) x x x22 4 xبر    8  برابر است با ...............    3
kج )اگر   yباشد نمودار   1 kf x    نمودار  ……….………ازy f x . حاصل می شود 
fطول .....................  نسبی ومطلق  تابع   xه )   x x . می باشد 

١ 

xgدو تابع  ٢ x x , f x
x2

31  ١ به دست آورید. fogي ي ضابطهرا بدون محاسبه fogي تابع اند. دامنهمفروض 1

sinجواب هاي عمومی معادله مثلثاتی  ٣ x cos x sin x2  ١ .  به دست آوریدرا  12

٤ 

 هاي زیر را به دست آورید.                                                                                          حاصل حد fبا توجه به نمودار تابع

x

x

x

x

lim f (x)

lim f (x)

lim f (x)

lim f (x)
1

m f(x)

m f(x)

m f(x)
  ١ 

٥ 
 .حاصل حدود زیر را به دست آورید 

                                                                                
3 3

3 2 32
2 2 11 22 3 4x x

x x x x) lim )lim
x x x x

 1 5/  

٦ 

 (   ساده کردن الزامی نیست  )  .مشتق توابع زیر را بگیرید

                                                                                                                                               4 2

11

2 2 3 5

3 5 7 4 2

) f x x
x

)g x x x x

x)h x x

  1 5/ 

٧ 
gاگر  , f    2توابع مشتق پذیر و 2 2 3 3 2 2 3g , g , f f   2باشند مقادیر

2

gf g ,
f

را   

 به دست آورید.

١ 

٨ 

 نمودار تابع اي را رسم کنید که در تمام شرایط زیر صدق کند . 
 مشتق پذیر نباشد .  xالف )در     

xب ) وقتی         yآنگاه   2
xج ) مشتق آن در         برابر صفر باشد .  3
 

١ 

٩ 
kساعت داراي جرم   tیک توده باکتري پس از  t t t32   گرم است . جرم این توده باکتري در بازه زمانیt 4t به طور   4

tو تغییرات آنی آن در متوسط چند گرم افزایش می یابد   را حساب کنید .   1
                                                                                              

75/ 75/ 

١٠ 
yبراي تابع  x 5,نقاط بحرانی و نوع اکسترمم هاي نسبی آن را تعیین کنید و در بازه   2 ماکسیمم و مینیمم مطلق تابع   3

  را تعیین کنید .
 

1 5/ 
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١١ 
yاگر  , x    دو متغیر مثبت به طوري کهx y2  را تعیین کنید .  xyماکزیمم مقدار   64

 
1 25/ 

١٢ 

 جا هاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید .
 شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول وتر آن ...............................................   است . - الف   

 را حول قطر بزرگ آن دوران دهیم حجم شکل حاصل .................... است .  4و   6اگر یک لوزي با طول قطر هاي  –ب    
 

١ 

١٣ 
4 خروج از مرکز یک بیضی افقی 

4,مرکز آن  ، 5 قطر بزرگ بیضی دو سرواحد است. مختصات  6و طول قطر کوچک این بیضی     1
 را پیدا کنید.

١ 

xمعادله  ١٤ y x y f2 2 2  ١     را محاسبه کنید .   fبا شد    2معادله دایره اي به شعاع  6

wمعادله دایره اي که مرکزش نقطه  ١٥ ,3 xو از خط   1 y2 5  ١ جدا کند را بنویسید .  6وتري به طول   18

١٦ 
زنان تحصیلات دانشگاهی دارند  35%مردان و  2%آن را زنان تشکیل می دهند 6%کارکنان یک شرکت را مردان و   %4

1 . فردي به تصادف انتخاب می کنیم احتمال آن که فرد مورد نظر تحصیلات  دانشگاهی داشته باشد را تعیین کنید.   5/ 

Pاگر  ١٧ B A / ,P A / ,P A B /1 2 6/ ,P A / ,P A B // 6,P A / ,P A B /A Pباشد ، آن گاه    / B                                        . را بیابید 
 

١ 

 ٢٠ جمع                                                                                موفق باشید                                                                                                      بارم
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 76 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 نمره آزمون ششم  تشریحیپاسخ نامه  ردیف

١ 

       -1الف )     
 

22                چون       2 ب )       4 8 3 2 9 4 3 8 2f x x x R f 
 است انبساط عرضی داریم   fو پشت  1بزرگتر از   k: چون  ج ) انبساط  عرضی یا کشش عرضی      
    

 د ) ماکزیمم      
 

 

٢ 
2

31 1 11

1 1 1 1 2

g f

fog g f

xg x x , f x D , , D R
x

D x D g x D x , x ,

  

٣ 

2

2

2 1 2 1 2 12
1 1 1 2 2

sin x cos x sin x sin x sin x sin x sin x sin x

sin x sin x sin x x k

22 1 2 1i i i i i22 1 22 1 2

1i i11
  

٤ 
xx

x x

) lim f x )lim f x

) lim f x )lim f x

m f xm f x

1

1 1 2 1

3 2 4 1 2
  

٥                                                                                       
x x

x x x) lim lim
x x

3 3

3 2
2 21 2 3 x32

x x

xx x)lim lim
x x

3

32 2

1
2

212 4
x

limlim
2x

lim
x x

x x

2 2 5
2 x

13
82

  

٦ 

 

) f x x
x xx

)g x x x x x x

x)h x x
x

2

3 42

1 1 11
2

2 4 2 2 3 5 2 5 2 3
7 13 4 5 72 22 5 7

                 

٧ 

g , g , f f

f g f g g f

f g g ff
g g

2 2 2 22

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2 2 3 2 2 2 3
3 33 2 32 2

3 213 2 3 212 2
4 82

 
 

٨ 

 
 
 
 
 
 

 

٩ k k
, k t t k

t

3
2

2 4 44 13 1 1 136 1 64 4 4 2 22
132 4

,   

 
  

x x x

x

1 1 1 1 2
1 1  غیر ممکنه 
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١٠ 

                                       

x x x
x x x

y x y , ,
xx x

xx x

2 2 1 2
2 2 1 22 2 21 22 2

1 22 2

y ,2,2x2x
 

 
 
 
 
 
 

    x 
    f x 

    f x 

 

١١ 
xx y p xy x x x x p x x

p

22 64 64 2 64 2 64 4 16
16 16 64 2 16 512

x
  

١٢ 

hحجم حاصل میشه دو تا مخروط هم قاعده با ارتفاع ب )                    الف ) دو مخروط هم قاعده                             و شعاع قاعده   3

r 22                  در نتیجه داریم  :   2 2 3 83  

 

 

١٣ 

c b cO , b , e a b c ( ) ( ) a , c
a a a a

a a
A A

2 2 2 2 24 4 3 16 33 1 1 5 41 5 25 5

4 5 1 4 5 9
1 1

  

١٤ R a b c f f f f2 22 21 14 2 2 6 4 4 4 4 16 4 4 62 2 f f f4 16 4 4 6f f ff   

١٥ 

 آن را نصف می کند.  ، خطی که از مرکز دایره بر وتر وارد و بر آن عمود باشد

                                                                        ax by c
OH OH

a b2 2
2 3 5 1 18 29 29

4 25 29
by cy 

 
                                            R OH ( ) R x y2 22 2 23 29 9 38 38 3 1 38 

 
 

 

١٦ 

 
 

   p D p M p D M p Z p D Z 40 20 60 35
100 100 100 100    

 
 
 
 
 

 

١٧ 

p A B
P A / , P B A / p A B / / /

p A

P A B p A p B p A B p B P A B p A B p A / / / /

2 1 1 2 2

6 2 2 42

Bp A
/ , P B A / p B / / /A B / / /

p
p A

2, P B A / p A B / / /, P B A / p A B / /
p B

B p A p B p A B p B P A B p A B p A / / / / 42/ / // /
  

 ٢٠ جمع بارم                                                                               موفق باشید                                                                                                      

 

  

 

      

    

  

 یمممین ماکسیمم مممینی

نقاط بحرانی تابع 

 کارکنان

 زنان

  مردان

 

 

 

 

 

 

         

  
  

 از راه اعداد فیثاغورسی هم میشد حدس زد
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 78 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

 دقیقه 120امتحان: مدت  1تعداد صفحه: رشته: تجربی امتحان درس: سوالات 
 ساعت شروع: تاریخ امتحان: دوره دوم متوسطه نام و نام خانوادگی:

kimia@:   آزمون هفتم                                                                       1398ماه سال  خردادنوبت دانش سراسر کشور در  mahan  
 نمره سوالات ردیف

١ 

 نادرستی جملات زیر را بررسی کنید.درستی و 
fالف) اگر  x   تابعی یک به یک باشد آنگاهf x1    ًنیستتابعی یک به یک لزوما. 

 هر نقطه اکسترمم نسبی ، یک نقطه ي بحرانی است . ب)
 است. ) تابع تانژانت در هر بازه اي که در آن تعریف شده باشد اکیداً  صعودي ج 
 هرگاه استوانه قائم را با یک صفحه قطع دهیم بطوري که صفحه مایل باشد مقطع حاصل بیضی است .د)  

١ 

fاگر  ٢ x x , g x x x21 2 3 fogباشند جواب معادله   1  ١ را به دست آورید .  5

fاگر   ٣ (x) x x2 6  ١ را بیابید. aاکیداً نزولی باشد، حداکثر مقدار  a,در بازه  1

sinجواب هاي معادله  ٤ x sin x cos3 2 1 را تعیین کنید .  1 5/ 

٥ 

 حدود  زیر را محاسبه کنید.

x xx

xx x xlim , lim , lim
x xx

2

2 11
2

21 2
2 1 41  1 5/

٦ 
 ( ساده کردن الزامی نیست  )  . مشتق توابع زیر را  بگیرید

             xf x x x g x h x x x x
xx x

23 33
2

3 2 23 2 1 1 2 13 1   ٢ 

1نقاط   ٧ 1h 2yروي نمودار تابع   , x x   قرار دارند حد شیب خط گذرا از این دو نقطه وقتی کهh  . ١ را محاسبه کنید 

,bضرائب  ٨ a   4را در تابعy x ax b   1چنان تعیین کنید که نقطه ي  ١ ماکزیمم نسبی تابع باشد . ,2

y  نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي ٩ x x
1

3 2  ١ را  بیابید .  33

fماکزیمم و می نیمم مطلق تابع  ١٠ x x x x3 22 9 12 2,را در بازه    6 1 را تعیین کنید .    3 5/

١١ 

yها و دو راس آن بر روي منحنی تابع  xماکزیمم محیط از مستطیل هایی که یک ضلع آن منطبق برمحور  x26 کنید . قرار دارد را تعیین 
 
 
 

1 5/

1,معادله دایره اي بنویسید که مرکز آن  ١٢ xو با دایره :   1 y x y2 2 4 6 1 مماس درون باشد  .   3 5/

١٣ 
Aقطر بزرگ  سر در یک بیضی مختصات دو , , A ,1 2 9 باشد خروج از مرکز و مختصات   8بیضی برابر  دو راس فرعی است . اگر فاصله   2

1 دو سر قطر کوچک بیضی را محاسبه کنید . 5/

١٤ 
ه رو ظاهر شود کسکه دیگر را با هم پرتاب می کنیم در این آزمایش احتمال اینکه دقیقاً یک س 3پشت بیاید  یک سکه را پرتاب می کنیم اگر

 ١  چقدر است ؟

١٥ 
 مهره سیاه است از کیسه اول به تصادف  7مهره سفید و  5مهره سیاه و کیسه دوم شامل  6مهره سفید و  4دو کیسه یکسان داریم کیسه اول 

1 داریم و در کیسه دوم قرار می دهیم سپس یک مهره از کیسه دوم انتخاب می کنیم با چه احتمالی این مهره سفید است ؟یک مهره بر می  5/

١٦ 

 با مولد سطح مخروطی موازي باشد و از راس آن عبور نکند شکل حاصل ....................... است   pاگر صفحه الف ) 
 بیضی )4                        سهمی )3   )دایره2   هذلولی)1

 را حول عرض آن دوران می دهیم؛ حجم جسم حاصل کدام است؟  4و عرض   5یک مستطیل به طول ب )  
1(64    2(81    3(1                          4(121  

١ 

 ٢٠ جمع بارم                                                                          موفق باشید                                                                                                                   
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 نمره  7تشریحی آزمون پاسخ نامه  ردیف
  ج )  درست                              د ) درست                           درستدرست                        ب )  نا الف )   ١

٢ 
f x x , g x x x fog x x x x x

x x x x x , x

2 2 2

2 2

1 2 3 1 1 2 3 1 6 2 3 5
8 46 2 3 5 6 2 8 1 6 3x

  

٣ 

Bf(x)راس سهمی :  x x x
A

2 66 1 32 Aو چون   2 در بازه نزولی است و   3,بنابراین تابع در بازه   1

 خواهد بود  . a   ، 3صعودي است در نتیجه حداکثر مقدار   3,
 
 

 

٤ 
x kx k x

sin x sin x cos sin x sin x sin x sin x kx k x x
3 23 2 1 3 3 23 2 4

isin   

٥ 

x x x

xx x x)lim lim lim
x x x2 21 1 1

11 1 11 1 1 1
lim xli xlim 2lim

x2xx 2xx
lim

x 1

x x

x x

x x

x
) lim lim

x x

x x x x) lim lim
x x

1 1
2 2

2 2

1
41 1

2 1 2 32 2 1 2 1

23 4 1

  

٦                         

) f x x x f x x x x x
x

x x x xx) g x g x
x x (x x )

) h x x x x h x x
x x(x )

2 23 3 2 3

2

2 2 2

3 23
223

31 3 2 1 1 2 3 1 3 2
2 3 2

3 3 1 2 3 3 23 22 3 1 3 1
2 1 23 1 2 1 3 2

3 1

    

٧ 
                  

2 2
2 1 1 1 1 2 3

h h h h

f h f h h hh hf x x x lim lim lim lim
h h hh h h

m lim lim lim
h h hh hh h

3h
h

3 1f 

 
 

 

٨ 

1,مختصات نقطه   اولاً            باید در تابع صدق کند و ثانیاً طول این نقطه باید مشتق اول تابع را صفر نماید.                                                   2

                                                      
x

f a b a b b
f x x ax b

f x x a a a
4

3
1

1 1 2 3 1
4 4 44 4a a

 
 

٩ 
y x x x , xx xy x x y
y x x x x x , xx x

1 2
3 2 3

3 2 223 23

3 2 23 63
3 3 33 3

x x x , x3 2 2x x x , xx x

, 3x , x
  

١٠ 

f x x x x f x x x x , x3 2 22 9 12 6 6 18 12 1 2x  

  
 
 

ماکسیمم مطلق                                              مینیمم مطلق                                                                                                                                    

3 2 1 2 x 
15 1  11 7 f x 

 

 کجا وجود ندارد

 که باید از راه تعریف مشتق بریم  رو می خواد 1xعملاً مشتق تابع در نقطه 
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 80 ) تجربی3ریاضی (
 مولف و مدرس: مهندس روحانی 

١١ 

x x xS xy x x S x x x
x x

x x S

2 2
2 2

2 2

2
3

2 62 2 6 2 6 2
2 6 6

6 2 3 2 3 6 3 6
 

 

 

١٢ 
2 22 2

1 1 2

2 2
2 1 2 2

4 2 124 6 3 16 36 12 4 2 1 3 1 56 232
4 5 9 1 1 81

x y x y , O R , o o d

d R R R R x y

, O
  

١٣ 

2 2
9 1 4 2 9 1 2 5 2 8 4 25 16 32
2

4 43
2 4 2 2 4 65

O A A a a a , b b c a b

ce , B B
b ba

 

١٤ 

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1132 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 16 16

S r ,pppp ,pppr,pprp,prpp,prrp,prpr,pprr,prrr

A r , pppr ,pprp ,prpp

P A ( ) ( ) ( ) ( )

   

١٥ 

pمهره انتخاب شده از جعبه اول یاسفید  است با احتمال  w 4
pویا سیاه با احتمال   1 b 6

 Aاز طرفی پیشامد انتخاب مهره سفید از جعبه دوم را با   1

pنشان می دهیم و داریم  A w 6
pو   13 A b 5

                              باشد برابر است با :       سفیددر این صورت احتمال آن که مهره خارج شده   13

                                                                                                               p A p w p A w p b p A b 4 6 6 5
1 13 1 1313 1 13 

 

 

١٦ 

 3ب )                                                                                                   3الف )                                           
 شکل حاصل سهمی است .  الف )

 خواهد بود .   4و با ارتفاع  5ب ) حجم حاصل یک استوانه به شعاع  
                                                                                                                                                                2 25 4 1V r h  

 

 ٢٠ جمع بارم                                                                      موفق باشید                                                                                                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 رو در هم ضرب می کنیم  وها شون احتمال، ه خاطر همین براي محاسبه پرتاب هر سکه از سکه دیگر مستقله ب دونی کهمی 




